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9 1 数学 方法 选 讲 (1) 
同学 们 在 阅读 课外 读物 的 时 候 ， 或 在 听 老 师 讲 课 的 时 候 ， 书 上 的 例题 或 老师 讲解 的 例题 他 都 
能 听 懂 ， 但 一 过 到 没有 见 过 面 的 问题 就 不 知 从 何 处 入 手 。 看 来 ， 要 提高 解决 问题 的 能 力 ， 要 能 在 


Ej 
苋 完 中 有 所 作为 ， 站 先 得 提 局 分 析 问 题 的 能 力 ， 这 就 需要 学 习 一 些 重要 有 的 数学 思想 方法 。 
例题 讲解 
一 、 从 简单 情况 考虑 

华 多 庚 先 生 曾 经 指出 : 秋 于 “ 退 ”， 中 够 的 “ 退 ”， 退 到 最 原始 而 又 不 失去 重要 性 的 地 方 ， 
是 学 好 数学 的 一 个 诀 守 。 从 简单 情况 考虑 ， 束 古 一 种 以 退 为 进 的 一 种 解 题 琳 略 。 
1， 两 人 坐 在 一 张 长 方形 果子 劳 ,相继 轮流 在 果子 上 放 入 同样 大 小 的 使 币 。 条 件 是 使 币 一 定 要 平 放 
在 梨子 上 ， 后 放 的 使 币 不 能 压 在 先 放 的 便 币 上 上， 直到 昌 子 上 再 也 放 不 下 一 枚 使 币 为 止 。 谁 放 入 了 
最 后 一 枚 使 币 谁 获胜 。 问 : 先 帮 的 人 有 没有 必定 取胜 的 策略 ? 
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. 线段 AB 上 有 1998 个 点 (包括 A，B 两 点 ) ， 将 点 A 染 成 红色 ， 点 B 染 成 蓝 色 ， 其 余 各 点 染 
成 红色 或 音色 。 这 时 ， 图 中 共有 1997 条 互 不 重 登 的 线段 。 
问 : 两 个 端点 硕 色 相 卉 的 小 线段 的 条 数 是 奇数 还 是 个 数 ? 为 什么 ? 


3. 1000 个 学 生 坐 成 一 圈 ， 依 次 编号 为 1，2，3，…，1000。 现 在 进行 1，2 报 数 : 1 号 学 生 报 1 
后 立即 离开 ，2 号 学 生 报 2 并 留 下 ，3 号 学 生 报 1 后 立即 离开 ，4 号 学 生 报 2 并 留 下 …… 学 生 们 依 
次 交替 报 1 或 2， 凡 报 1 的 学 生 立 即 离 开 ， 报 2 的 学 生 留 下 ， 如 此 进行 下 去 ， 直 到 最 后 还 剩 下 一 
个 人 。 问 : 这 个 学 生 的 编号 是 儿 号 ? 


4. 在 6X6 有 的 正方 形 网 格 中 ， 把 部 分 小 方 格 涂 成 红色 。 然 后 任意 划 挥 3 行 和 3 列 ， 便 得 剩 下 的 小 
方 格 中 全 少 有 1 个 是 红色 的 。 那 么 ， 总 共 至 少 要 涂 红 多 少 小 方 格 ? 


二 、 从 极 瘦 情 况 若 碟 
从 问题 的 极 站 情况 基层 ， 对 于 数值 问题 来 将， 驶 是 指 取 它 的 最 大 或 最 小 值 ， 对 于 一 个 动 点 来 
说 ， 指 的 是 线段 的 靖 氮 ， 三 角形 的 顶点 等 等 。 极 冰 化 的 假设 实际 上 也 为 题目 增加 了 一 个 条 件 ， 求 
解 也 就 会 变 得 容易 得 多 。 
5. 新 上 任 的 答 舍 管理 员 拿 着 20 把 钥匙 去 开 20 个 房间 的 门 ， 他 知道 每 把 钥匙 只 能 打开 其 中 的 一 个 
， 但 不 知道 哪 一 把 钥匙 开 哪 一 个 门 ， 现 在 要 打开 所 有 关闭 的 20 个 门 ， 他 最 多 要 开 多 少 人 次 ? 
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6. 有 n 名 (n 之 3) 选手 参加 的 一 次 乒乓 球 循环 赛 中 ， 没 有 一 个 全 胜 的 。 问 : 是 合 能 够 找到 三 名 选 


手 A，B，C， 使 得 A 胜 B，B 胜 C，C 胜 A” 


7. n(n 之 3) 名 乒乓 球 选 手 单打 比赛 有 干 场 后 ， 任 意 两 个 选手 已 赛 过 的 对 手 恰 好 都 不 完全 相同 。 
斌 证明， 总 可 以 从 中 去 掉 一 名 选手 ， 而 使 余下 的 选手 中 ， 任 意 两 个 选手 已 赛 过 的 对 手 仍 然 都 
不 完全 相同 。 


8. 在 一 个 8X8 的 方 格 棋盘 的 方 格 中 ， 填 入 从 1 到 64 这 64 个 数 。 问 : 是 否 一 定 能 够 找到 两 个 相 
邻 的 方 格 ， 它 们 中 所 填 数 的 差 大 于 4? 


三 、 从 整体 元 虑 
从 整体 上 来 考察 研究 的 对 象 ， 不 纠缠 于 问题 的 各 项 具体 的 细节 ， 从 而 能 够 拓宽 思路 ， 抓 住 主 
要 万 盾 ， 一 至 解 决 问题 。 


9. 右 图 是 一 个 4X4 的 表格 , 每 个 方 格 中 填 入 了 数字 0 或 1, 按 下 列 规则 进行 “ 操 ， 册 叶 如 二 
olil0l0 
44101|1 


作 ”: 每 次 可 以 同时 改变 某 一 行 的 数字 : 1 变 成 0，0 变 成 1。 
否 通 过 香干 次 “操作 ”使 得 每 一 格 中 的 数 都 变 成 1? 


10. 有 三 扒 石 子 ， 每 堆 分 别 有 1998，998，98 粒 。 现 在 对 这 三 堆 石子 进行 如 下 的 “操作 ”: 每 次 
允许 从 每 堆 中 各 拿 掉 一 个 或 相同 个 数 的 石子 ， 或 从 任 一 堆 中 取出 一 些 石子 放 入 为 一 堆 中 。 

按 上 述 方式 进行 “操作 ”， 能 合 把 这 三 扒 石 子 都 取 光 ? 如 行 ， 请 设计 一 种 取石 子 的 方案 ， 如 
不 行 ， 请 说 明理 由 。 
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11. 我 们 将 奉 干 个 数 x，y，z，… 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 记 为 max (xX，y，z，…) 和 min (x, y, 


Zz，…) 。 已 知 a+b+c+d+e+f+g=1， 求 minlmax(Ca+b+c，b+c+d，c+d+e，d+e+f，e+f+g) | 


课 后 练习 


1. 方程 x1+x2+xst*…**+Xn 一 1+Xn==X1X2X3"…Xn_1Xn 一 定 有 一 个 目 然 数 解 吗 ? 为 什么 ? 


2. 连续 目 然 数 1 ， 2，3，…，8899 排 成 一 列 。 从 1 开始 ， 留 1 划 近 2 和 3， 留 4 划 挥 5 和 6……… 
这 么 转圈 划 下 去 ， 最 后 留 下 的 是 哪个 数 ? 


3. 给 出 一 个 自然 数 n，n 的 约 数 的 个 数 用 一 个 记号 A Cn) 来 表示 。 例 如 当 n=6 时 ， 因 为 6 的 
约 数 有 1，2，3，6 四 个 ， 所 以 A (6) =4。 已 知 al，az，…，al0 是 10 个 互 不 相同 的 质数 ， 又 x 
为 ai，az，…，alo 的 积 ， 求 A (x)。 


4. 平面 上 有 100 个 点 ， 无 三 点 共 线 。 将 某 些 点 用 线段 连结 起 来 ， 但 线段 不 能 相交 ， 直 到 不 能 
再 连结 时 为 止 。 问 ， 是 否 存在 一 个 以 这 些 点 中 的 三 个 点 为 顶点 的 三 角形 ， 它 的 内 部 没有 其 余 97 
个 点 中 的 任何 一 个 点 ? 
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5. 在 一 块 平 地 上 站 看 5 个 小 朋友 ， 每 两 个 小 朋友 之 间 的 距离 都 不 相同 ， 每 个 小 朋友 手 上 都 拿 
看 一 把 水 枪 。 当 发 出 射击 的 命令 后 ， 每 人 用 枪 射击 距离 他 最 近 的 人 。 问 : 射击 后 有 没有 一 个 小 朋 
友 吴 上 是 干 的 ? 为 什么 ? 


6. 把 1600 粒 花 生 分 给 100 只 猴子 ， 请 你 次 明 不 管 怎样 分 ， 人 至 少 有 4 只 猴子 分 的 化 生 一 样 多 。 


7. 有 两 上 只 棚 和 一 只 空 杯 子 。 甲 棚 闻 的 是 牛 态 ， 乙 棚 闻 的 是 酒精 《未 满 ) 。 现 在 从 甲 棚 取 一 满 
杯 奶 倒 入 乙 桶 ， 然 后 从 乙 桶 取 一 满 杯 混 合 液 倒 入 甲 桶 ， 这 时 ， 是 甲 桶 中 的 酒精 多 ， 还 是 乙 权 中 的 
对 如 多 ? MLA 公 ? 


8. 在 黑板 上 写 上 1，2，3，…，1998。 按 下 列 规定 进行 “操作 ”: 每 次 擦 去 其 中 的 任意 两 个 
数 a 和 b， 人 然后 与 上 它们 的 寺 《〈 大 减 小 ) ， 直 到 时 板 上 剩 下 一 个 数 为 止 。 


问 : 黑板 上 剩 下 的 数 是 奇数 还 是 偶数 ? 为 什么 ? 
课 后 练习 答案 
1. 有 。 


解 : 当 n=2 时 ， 方 种 Xi1+Xx2=X1X2 朋 一 个 目 然 数 解 : x:=2，x2=2; 

当 n=3 时 ， 方程 x/+x2+X3=XjXsXs 有 一 个 目 然 数 解 : x=1，x2=2，xs=3; 

当 n=4 时 ， 方程 X1 十 X2 十 X3 十 X4 一 X1X2X3X4 和 | | 目 然 数 解 : XI 三 1] ， X=], X3=2, X4=4。 

一 般 地 ， 方 程 

X1 十 Xp 十 X23 十 … 十 Xi.1 十 Xn 二 X1X2X3"…Xn.1Xn 有 一 个 目 然 数 解 : Xx1=1，x2=1]，*…，Xn-2=]，xXn 1==2，Xn=n。 
2.3508。 


解 : 仿 例 3。 当 有 32 个 数 时 ， 留 下 的 数 是 1 号 。 
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小 于 8899 的 形 如 3? 的 数 是 3 汪 6561， 故 从 1 号 开始 按 规 则 划 数 ， 划 了 8899-6561=2338 (个 ) 
数 后 ， 还 剩 下 6561 个 数 。 下 一 个 要 划 掉 的 数 是 2388 二 2X3+1=3507， 故 最 后 留 下 的 就 是 3508。 


3.1024。 
解 : 质数 a 有 2 个 约 数 : 1 和 a， 从 而 A (al) =2; 
2 个 质数 aa，a 的 积 有 4 个 约 数 : 1]，a1，a2，aia2， 从 而 
A (al Xa,) =4=22; 
3 个 质数 aa，a，a3s 的 积 有 8 个 约 数 : 
1，a，3a，383，8313a2，32a3，833a1，31a233， 
从 而 A (al Xa,Xas) =8=23; 
于 是 ，10 个 质数 a ，a,，…，aio 的 积 的 约 数 个 数 为 
A (x) =21=1024。 
4. 存 在 。 


提示 : 如 果 一 个 三 角形 内 还 有 列 的 后 ， 那 么 这 个 扣 与 三 角形 的 三 个 顶点 还 能 连结 ， 与 已 “不 
能 再 连结 ”和 帮 导 。 


5. 有 。 


解 : 设 A 和 B 两 人 是 距离 最 近 的 两 个 小 朋友 ， 显 然 他 们 应 该 互 射 。 此 时 如 果 有 其 他 的 小 朋友 
射 问 他 们 中 的 一 个 ， 即 A，B 中 有 一 人 换 了 两 枪 ， 那 么 其 他 三 人 中 必然 有 一 人 喘 上 是 干 的 。 如 果 
没有 其 他 的 小 朋友 射 癌 A 或 B， 那 么 我 们 再 考虑 剩 下 的 三 个 人 D，E，F: 知 D，E 的 距离 是 三 人 
中 最 近 的 ， 则 D,， 王 互 射 ， 而 必然 映 问 他 们 之 间 的 一 个 ， 此 时 下 号 上 是 干 的 。 


6. 假 设 没 有 4 只 猴子 分 的 化 生 一 样 多 ， 那 么 至 多 3 只 猴子 分 的 化 生 一 样 多 。 我 们 从 所 需 化 生 
最 少 情 况 出 发 考虑 : 


导 1 工 粒 、2 粒 、3 粒 ……… 32 粒 的 猴子 各 有 3 只， 得 33 粒 花 生 的 猴子 有 1 只， 于 是 100 只 猴子 


人 娼 
导 
最 少 需要 分 得 花生 
3X (0+1+2+…+32) +33=1617 ( 粒 ) ， 


现在 只 有 1600 镁 化 生 , 无 法 使 得 全 多 3 只 猴子 分 的 化 生 一 样 多 ， 故 全 少 有 4 只 猴子 分 的 化 生 
一 样 多 。 
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7. 一 样 多 。 


提示 : 从 整体 看 ， 甲 、 乙 两 棚 所 靖 的 液体 的 体积 没有 发 生变 化 。 甲 棚 里 有 多 少 酒精 ， 就 必然 
倒 出 了 同样 体积 的 牛奶 入 乙 桶 。 所 以 ， 甲 桶 中 的 酒精 和 乙 桶 中 的 牛奶 一 样 多 。 


8. 奇 数 。 
解 : 黑板 上 开始 时 所 有 数 的 和 为 
S=1+2+3 上 +…+1998=1997001， 


是 一 个 奇数 ， 而 每 一 次 “操作 ”， 将 (at+b) 变 成 了 (ab) ， 实 际 上 减少 了 2b， 即 减少 了 一 
个 借 数 。 因 为 从 整体 上 看 ， 总 和 减少 了 一 个 偶数 ， 其 末 偶 性 不 变 ， 所 以 最 后 黑板 上 剩 下 一 个 奇数 ， 


例题 答案 : 
1. 分 析 与 解 : 如 果 桌 子 大 小 只 能 容纳 一 枚 硬币 ， 那 么 先 放 的 人 当然 能 够 取胜 。 然 后 设想 桌面 变 大 ， 


注意 到 长 方形 有 一 个 对 称 中 心 ， 先 放 者 将 第 一 枚 便 币 放 在 梨子 的 中 心 ， 继 而 把 便 币 放 在 后 放 者 所 
放 位 置 的 对 称 位 置 上 ， 这 样 进 行 下 去 ， 必 然 轮 到 先 放 者 放 最 后 一 枚 便 币 。 

2. 分 析 : 从 最 简单 的 情况 考虑 : 如 果 中 间 的 1996 个 点 全 部 染 成 红色 ， 这 时 异 色 线段 只 有 1 条 ， 
是 一 个 奇数 。 然 后 我 们 对 这 种 染色 方式 进行 调整 :将 某 些 红 点 改 成 贤 点 并 注意 到 磊 色 调整 时 ， 弄 
色 线 段 的 条 数 随 之 有 哪些 变化 。 由 于 凑 色 的 调整 是 任意 的 ， 因 此 与 条 件 中 染色 的 任意 性 殉 一 致 了 ， 
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解 : 如 果 中 间 的 1996 个 点 全 部 染 成 红色 ， 这 时 异 色 线段 仅 有 1 条 ， 是 一 个 奇数 。 将 任意 一 个 
红 点 染 成 蓝 色 时 ， 这 个 改变 颜色 的 点 的 左右 两 侧 相 邻 的 两 个 点 若 同 色 ， 则 异 色 小 线段 的 条 数 或 者 
增加 2 条 《〈 相 邻 的 两 个 点 同 为 红色 ) ， 或 者 减少 2 条 《〈 相 邻 的 两 个 点 同 为 蓝 色 ) ; 这 个 改变 两 色 
的 点 的 左右 两 侧 相 邻 的 两 个 点 若 异 色 ， 则 异 色 小 线段 的 条 数 不 变 。 

综 上 所 述 ， 改 变 任意 个 点 的 颜色 ， 异 色 线 段 的 条 数 的 改变 总 是 一 个 偶数 ， 从 而 异 色 线 段 的 条 
数 是 一 个 奇数 。 
3. 分 析 : 这 个 问题 与 上 一 讲 练习 中 的 第 8 题 非常 相似 ， 上 只 不 过 本 例 是 报 1 的 离开 报 2 的 留 下 ， 而 
上 讲 练习 中 相当 于 报 1 的 留 下 报 2 的 离开 ， 由 上 讲 练习 的 结果 可 以 推出 本 例 的 答案 。 本 例 中 编号 
为 1 的 学 生 离 开 后 还 剩 999 人 ， 此 时 ， 如 果 原 来 报 2 的 全 部 改 报 1 并 留 下 ， 原 来 报 1 的 全 部 改 报 2 
并 离开 ， 那 么 ， 问 题 就 与 上 讲 练习 第 8 题 完全 一 样 了 。 因 为 剩 下 999 人 时 ， 第 1 人 是 2 号， 所 以 
最 后 剩 下 的 人 的 号 码 应 比 上 讲 练习 中 的 大 1， 是 

975 十 1=976 (号 ) 。 

为 了 加 深 理解 ， 我 们 重新 解 这 道 古 。 

解 : 如 果 有 2" 个 人 人， 那么 报 完 第 1 圈 后 ， 剩 下 的 是 2 的 倍数 号 ; 报 完 第 2 圈 后 ， 剩 下 的 是 2? 
的 倍数 号 …… 报 完 第 n 圈 后 ， 剩 下 的 是 2 的 倍数 号 ， 此 时 ， 只 剩 下 一 人 ， 是 2" 号 。 

如 果 有 (2" 十 d) (1 记 d<2") 人 ,那么 当 有 d 人 退出 圈子 后 还 剩 下 22 人。 因为 下 一 个 该 退出 
去 的 是 《2d 十 1) 号 ， 所 以 此 时 的 第 (2d 十 1) 号 相当 于 2 人 时 的 第 1 号， 而 2d 号 相当 于 2? 人 时 
的 第 2 号 ， 所 以 最 后 剩 下 的 是 第 2d 号。 


由 1000=2? 十 488 知 ， 最 后 和 镜 下 的 学 生 的 编号 是 


488X2=976 (号 ) 。 
4. 分 析 与 解 ， 先 考虑 每 行 每 列 都 有 一 格 涂 红 ， 比 较 方 便 的 涂 法 是 在 一 条 对 角 线 上 涂 6 格 红 色 的 ， 
如 图 1。 


任意 划 挥 3 行 3 列 ,可 以 设想 划 行 划 列 的 原则 是 : 每 次 划 挥 红 格 的 个 数 越 多 越 好 。 对 于 图 1， 
划 控 3 行 去 挥 3 个 红 格 ， 还 有 3 个 红 格 恰 在 3 列 中 ， 再 划 折 3 列 就 不 存在 红 格 了 。 
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F 载 资料 _ 

所 以 ， 必 然 有 一 些 行 有 一 些 列 要 涂 2 个 红 格 ， 为 了 尽 可 能 地 少 涂 红 格 ， 那 么 每 涂 一 格 红色 的 ， 
一 定 要 使 多 出 一 行 同 时 也 多 出 一 列 有 两 格 红色 的 。 

先 若 夸 有 3 行 中 有 2 格 涂 红 ， 如 图 2。 显 然 ， 同 时 也 必然 有 3 个 列 中 也 有 2 格 涂 红 。 这 时 ， 
我 们 可 以 先 划 反 有 2 格 红色 的 3 行 ， 还 剩 下 3 行 ， 每 行 上 只 有 一 格 涂 红 ， 每 列 上 也 只 有 一 格 涂 红 ， 
那么 在 划 挥 市 红 格 的 3 列 束 没有 红 格 了 。 

为 了 使 得 至 少 余下 一 个 红 格 ， 只 要 再 涂 一 格 。 此 红 格 要 使 图 中 再 增加 一 行 和 一 列 有 两 个 红 格 
的 ， 如 图 3。 

结论 是 : 全 少 需要 涂 红 10 个 方 格 。 

5. 解 : 从 最 不 利 的 极 冰 情 况 若 夸 : 打开 第 一 个 房间 要 20 次 ， 打 开 第 二 个 房间 需要 19 次 …… 共 计 
最 多 要 开 


20 十 19 十 18 十 … 十 1=210 (次 ) 。 


6. 解 : 从 极端 情况 观察 入 手 ， 设 B 是 胜 的 次 数 最 多 的 一 个 选手 ,但 因 B 没 获 全 胜 ， 故 必 有 选手 A 
胜 B。 在 败 给 B 的 选手 中 ， 一定 有 一 个 胜 A 的 选手 C， 否 则 ，A 胜 的 次 数 束 比 B 多 一 次 了 ， 这 与 
B 是 胜 的 次 数 最 多 的 矛盾 。 

所 以 ， 一 定 能 够 找到 三 名 选手 A，B，C， 使 得 A 胜 B，B 胜 C，C 胜 A。 

7. 证 明 : 如 果 去 掉 选 手 H， 能 使 余下 的 选手 中 ， 任 意 两 个 选手 已 赛 过 的 对 手 仍然 都 不 完全 相同 ， 
那么 我 们 称 再 为 可 去 选手 。 我 们 的 问题 就 是 要 证 明 存在 可 去 选手 。 

设 A 是 已 赛 过 对 手 最 多 的 选手 。 

若 不 存在 可 去 选手 ， 则 A 不 是 可 去 选手 ， 故 存在 选手 B 和 C， 使 当 去 掉 A 时 ， 与 B 赛 过 的 
选手 和 与 C 赛 过 的 选手 相同 。 从 而 B 和 C 不 可 能 赛 过 ， 并 且 B 和 C 中 一 定 有 一 个 〈 不 妨 设 为 B) 
与 A 赛 过 ， 而 另 一 个 〈 即 C) 未 与 A 赛 过 

又 因 C 不 是 可 去 选手 ， 故 存在 选手 D，E， 其 中 D 和 C 赛 过 ， 而 了 E 和 C 未 赛 过 。 

显然 , D 不 是 A， 也 不 是 B， 因 为 D 与 C 赛 过 ， 所 以 D 也 与 B 赛 过 。 又 因为 B 和 了 D 赛 过 
所 以 B 也 与 EE 赛 过 , 但 E 未 与 C 赛 过 ， 因 而 选手 E 只 能 是 选手 A。 

于 是 ， 与 A 赛 过 的 对 手数 融 是 与 E 赛 过 的 对 手数 ， 他 比 与 D 赛 过 的 对 手数 少 1， 这 与 假设 A 

是 已 赛 过 对 手 最 多 的 选手 矛盾 。 

故 一 定 存在 可 去 选手 。 

8. 解 : 考虑 这 个 方 格 棋盘 的 左上 角 、 右 上 角 及 右 下 角 内 的 数 A，B，S 
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的 填 法 ， 为 了 使 相 邻 数 的 差 不 大 于 4， 最 小 数 1 和 最 大 数 的 “距离 ” 越 
大 越 好 ， 即 把 它们 项 在 对 角 的 位 置 上 〈A=1，S=64) 。 

然后 ， 我 们 沿 最 上 行 和 最 右 行 来 观察 : 因为 相 邻 数 不 大 于 4 从 
A 一 B 一 S 共 经 过 14 格 ,所 以 $ 入 1+4X14=57( 每 次 都 增加 最 大 数 4)， 与 


S=64 才 盾 。 因 而 ，1 和 64 不 能 赴 在 “最 还” 的 位 置 上 。 显 然 ，1 和 64 如 条 填 在 其 他 任意 位 置 ， 
那么 从 1 到 64 之 间 的 距离 更 近 了 ， 更 要 导致 如 上 的 矛盾 。 因 此 ， 不 存在 相 邻 数 之 差 都 不 大 于 4 
的 情况 ， 即 不 论 怎样 填 数 必 有 相 邻 两 数 的 差 大 于 4。 
9. 解 : 我 们 考察 表格 中 填 入 的 所 有 数 的 和 的 奇偶 性 ， 第 一 次 “操作 ”之 前 ， 它 等 于 9， 是 一 个 奇 

每 一 次 “操作 ”， 要 改变 一 行 或 一 列 四 个 方 格 的 奇偶 性 ， 显 然 整个 16 格 中 所 有 数 的 和 的 奇偶 
性 不 变 。 

但 当 每 一 格 中 所 有 数字 都 变 成 1 时， 整个 16 格 中 所 有 数 的 和 是 16， 为 一 偶数 。 故 不 能 通过 
若干 次 “操作 ”使 得 每 一 格 中 的 数 都 变 成 1。 
10. 解 : 要 把 三 堆 石 子 都 取 光 是 不 可 能 的 。 

按 “操作” 规则 ， 每 次 拿 掉 的 石子 数 的 总 和 是 3 的 倍数 ， 即 不 改变 石子 总 数 被 3 除 时 的 余数 。 
而 1998+998+98=3094， 被 3 除 余 1， 三 扒 石 子 被 取 区 时 总 和 被 3 除 余 0。 所 以 ， 三 扒 石 子 都 被 取 
光 是 办 不 到 的 。 


11. 解 : 设 M=max (atbtc, btctd, ctdte, dtetf, etftg) 。 


因为 atbtc，ctdte，etftg 都 不 大 于 M， 所 以 


1 
Me [latb to tlctd+te +t(etf +e)] 


[ta+b+i+ct+d+e+t+e)ttc+e)l 


+ete)>- 


《中 学 数学 信息 网 》 系 列 资料 WWW. ZXSX. COM 版 权 所 有 @ 中 学 数学 信息 网 


WWWwEXSX.COMm 欢迎 光临 


9 2 数学 方法 选 讲 (2) 
四 、 从 反面 考虑 
解数 学 题 ， 需 要 正确 的 思路 。 对 于 很 多 数学 问题 ， 通 常 采用 正面 求解 的 思路 ， 即 从 条 件 出 发 ， 

求 得 结论 。 但 是 ， 如 果 直 接 从 正面 不 易 找 到 解 题 思路 时 ， 则 可 改变 思维 的 方向 ， 即 从 结论 入 手 或 
从 条 件 及 结论 的 反面 进行 思考 ， 从 而 使 问题 得 到 解决 。 
1. 某 次 数学 测验 一 共 出 了 10 道 题 ， 评 分 方法 如 下 : 

每 答对 一 题 得 4 分 , 不 答题 得 0 分 , 答 错 一 题 倒 扣 1 分 , 每 个 考生 预先 给 10 分 作为 基础 分 。 问 ， 
此 次 测验 至 多 有 多 少 种 不 同 的 分 数 ? 


2. 一 文 队伍 的 人 数 是 5 的 倍数 ， 且 超过 1000 人 。 寿 按 每 排 4 人 编队 ， 则 最 后 产 3 人 ; 寿 按 每 排 3 
人 编队 ， 则 最 后 到 2 人 ; 寿 按 每 排 2 人 编队 ， 则 最 后 差 1 人 。 问 : 这 文 队 伍 全 少 有 多 少 人 ? 
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下 载 资 料 


3. 在 八 边 形 的 8 个 顶点 上 是 否 可 以 分 别 记 上 数 1，2，…，8， 使 得 任意 三 个 相 邻 的 顶点 上 的 数 的 
和 大 于 13? 


4. 有 一 个 1000 位 的 数 ， 它 由 888 个 1 和 112 个 0 组 成 ， 这 个 数 是 否 可 能 是 一 个 平方 数 ? 


五 、 从 特殊 情况 考虑 

对 于 一 个 一 般 性 的 问题 ， 如 果 觉 得 难以 入 手 ， 那 么 我 们 可 以 

完 考 虑 它 的 菜 些 特殊 情况 ， 从 而 获得 解决 的 途径 ， 使 问题 得 以 “突破 ”， 这 种 方法 称 为 特殊 
化 。 

对 问题 的 特殊 情况 进行 研究 ， 一 方面 是 因为 研究 特殊 情况 比 研 究 一 般 情况 较为 容易 ， 男 一 方 
面 是 因为 特殊 的 情况 含有 一 般 性 ， 所 以 对 特殊 情况 的 研究 党 能 揭示 问题 的 结论 或 局 发 解决 问题 的 
思路 ， 它 是 探索 问题 的 一 种 重要 方法 。 

运用 特殊 化 方法 进行 探索 的 过 程 有 两 个 步骤 ， 即 先 由 一 般 到 特殊 ， 再 由 特殊 到 一 般 。 通 过 第 
一 步骤 得 到 的 信息 ， 还 要 回 到 一 般 情 况 予 以 解答 。 

5. 如 下 图 ， 四 边 形 ABCD 和 EFGH 都 是 正方 形 ， 且 边 长 均 为 2cm。 又 E 点 是 正方 形 ABCD 的 中 
心 ， 求 两 个 正方 形 公 共 部 分 《网 中 阴影 部 分 ) 的 面积 S$。 


6. 是 个 在 平面 上 存在 这 样 的 40 条 直线 ， 它 们 共有 365 个 交 操 ? 
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7. 如 右 图 ， 正 方 体 的 8 个 顶点 处 标注 的 数字 为 a，b，c，d，&， 
加 1 
f，g，h， 其 中 每 个 数 都 等 于 相 邹 3 个 儒 尽 处 的 数 的 和 的 5 


求 (atbtctd) - (e+f+g+h) 的 值 。 


8. 将 严 个 互 不 相等 的 数 排 成 下 表 : 


Cl11 CI2 CI ”Cn 
CD1 C22 0C23 ”02n 
Ch 1 Cn 2 Cn 3 2 Cnn 


先 取 每 行 的 最 大 数 ， 得 到 mn 个 数 ， 其 中 最 小 数 为 x;， 再 取 每 列 的 最 小 数 ， 也 得 到 na 个 数 ， 其 
中 最 大 数 为 y。 试 比较 x 和 y 的 大 小 。 


六 、 有 序 化 

当 我 们 研究 的 对 象 是 一 些 数 的 时 候 ， 我 们 币 币 将 这 些 数 排 一 个 次 序 ， 即 将 它们 有 序 化 。 有 施 
化 的 假设 ， 实 际 上 是 给 题目 增加 了 一 个 可 供 使 用 的 条 件 。 
9. 将 10 到 40 之 间 的 质数 十 入 下 图 的 圆 峰 中 ,使 得 3 组 由 “一 ”所 连 的 4 个 数 的 和 相等 ， 如 果 把 
和 数 相等 的 坦 法 看 做 同一 类 填 法 ， 请 说 明 一 共有 多 少 类 填 法 ?并 画图 表示 你 的 坦 法 。 


| 
DC-0—0 _ 
四 


10. 有 四 个 互 不 相等 的 数 ， 取 其 中 两 个 数 相 加 ， 可 以 得 到 六 个 和 : 24，28，30，32，34，38。 求 
此 四 数 。 
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11. 互 不 相等 的 12 个 自然 数 ， 它 们 均 小 于 36。 有 人 说 ， 在 这 些 日 然 数 两 两 相 减 “大 减 小 ) 所 得 
到 的 关中 ， 人 至 少 有 3 个 相等 。 你 认为 这 种 说 法 对 吗 ? 为 什么 ? 


12. 有 8 个 重量 各 不 相同 的 物品 ， 每 个 物品 的 重量 都 是 整 元 数 且 都 不 超过 15 克 。 小 平 想 以 最 少 的 
次 数 用 天 平 称 出 其 中 最 重 的 物品 。 他 用 了 如 下 的 测定 法 : 

(1) 把 8 个 物品 分 成 2 组 ， 每 组 4 个 ， 比 较 这 2 组 的 轻重 ; 

(2) 把 以 上 2 组 中 较 重 的 4 个 再 分 成 2 组 ， 即 每 组 2 个 ， 再 比较 它们 的 轻重 ; 

(3) 把 以 上 2 组 中 较 重 的 分 成 各 工 个 ， 取 出 较 重 的 1 个 。 

小 平 称 了 3 次 天 平 都 没有 平衡 ， 最 后 便 得 到 一 个 物品 。 

可 是 实际 上 得 到 的 是 这 8 个 物品 当中 从 重 到 轻 排 在 第 5 的 物品 。 

问 : 小 平 找 出 的 这 个 物品 有 多 重 ? 并 求 出 第 二 轻 的 物品 重 多 少 元 ? 


课 后 练习 


1. 育才 小 学 40 名 学 生 参 加 一 次 数学 部 赛 ， 用 15 分 记分 制 〈 即 分 数 为 0，1，2，…，15) 。 
全 班 总 分 为 209 分 ， 且 相同 分 数 的 学 生 不 超过 5 人 。 试 说 明 得 分 超过 12 分 的 学 生 人 至 多 有 9 人 。 


2. 今 有 一 角 纸 币 、 二 角 纸 币 、 五 角 纸币 各 1 张 ， 一 元 币 4 张 , 五 元 币 2 张 , 用 这 些 纸 币 任 蕊 
付款， 一 共 可 以 付出 多 少 种 不 同 数 和 后 的 款项 ? 


3. 求 在 8 和 98 之 间 (不 包括 8 和 98) ， 分 母 为 3 的 所 有 最 简 分 数 的 和 。 


4. 如 右 图 ， 四 边 形 ABCD 的 面积 为 3，E, F 为 边 AB 的 三 等 分 点 ，M，N 是 CD 边 上 的 三 等 分 点 ， 
求 四 边 形 EFNM 的 面积 。 


《中 学 数学 信息 网 》 系列 资料 WWW. ZXSX. COM 版 权 所 有 @ 中 学 数学 信息 网 


WWWwEXSX.COMm 欢迎 光临 


5. 直线 上 分 布 痢 1998 个 感 ， 我 们 标 出 以 这 些 点 为 问 点 有 的 一 切 可 能 线段 的 中 点 。 问 : 人 至少 可 
以 得 到 多 少 个 互 不 重合 的 中 后? 


6. 假定 100 个 人 中 的 每 一 个 人 都 知道 一 个 消息 ， 而 且 这 100 个 消 晨 都 不 相同 。 为 了 使 所 有 的 
人 都 知 趾 一 切 消息 ， 他 们 一 共 至 少 要 打 多 少 个 电话 ? 


7. 有 4 个 互 不 相等 的 目 然 数 ， 将 它们 两 两 相 加 ， 可 以 得 到 6 个 不 同 的 和 ， 其 中 较 小 的 4 个 和 
是 64，66，68，70。 求 这 4 个 数 。 


8. 有 五 个 夸 码 ， 其 中 任何 四 个 夸 码 都 可 以 分 成 重量 相等 的 两 组 。 问 :这 五 个 夸 码 的 重量 相等 
虽 ? 为 什么 ? 


1. 大 得 分 超过 12 分 的 学 生 全 少 有 10 人 ， 则 全 班 的 总 分 至 少 有 

5X (12+13) +5X (0+1+2+3+4+5) =210 (分 )， 
大 于 条 件 209 分 ， 产 生 了 了 矛盾 ， 故 得 分 超过 12 分 的 学 生 人 至 多 有 9 人。 
2. 119 种 。 


解 : 从 最 低 币 值 1 角 到 最 高 币值 14 元 8 角 ， 共 148 个 不 同 的 币值 。 再 从 中 剔除 那些 不 能 由 这 
些 纸 币 构 成 的 币值 。 


经 计算 ， 应 该 剔除 的 币值 为 (i+0.4) 元 (Ci=0，1，2，…，14) 及 (j+0.9) 元 (j=1，2，3,….， 
13) ， 一 共 29 种 币值 。 所 以 ， 一 共 可 以 付出 148-29=119 (种 ) 不 同 的 币值 。 
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3. 9540。 


l 2 l 2 l 2 
: 8 二 十 8 二 十 9 二 十 9 二 十 十 97 二 十 7 二 
角 Ee 3 3 3 3 


=2X (8+9+…+97) + (97-8+1) =9540。 
4 有 要 


解 ， 先 考虑 ABCD 是 长 方形 的 特殊 情况 ， 显 然 此 时 EFNM 的 面积 是 1。 下 面 就 一 般 情 况 求解 。 


连结 AC，AM，FM，CF， 则 


2 2 
> AMC 二 >aapc， > ACFL 二 >AaBc， 


2 


十 十 S 四 这 和 AMCF 本 四 过 形 ABCD = 2。 必 


] 
> EFI = 5 AAMPF: > AAMTF 一 >ApMF， 


l 
入 月 SS 四 iTM 一 可 六 四 过 形 ABICF =1。 


5. 3993 个 。 


解 ， 为 了 使 计算 互 不 重复 ， 我 们 取 距 离 最 远 的 两 点 A，B。 先 计算 以 A 为 左 端点 的 所 有 线段 
除 B 外 有 1996 条 ， 这 些 线段 的 中 点 有 1996 个 ， 它 们 互 不 重合 ， 且 到 点 A 的 距离 小 于 AB 长 度 的 一 


同样 ， 以 B 为 右 端点 的 所 有 线段 ， 除 A 外 有 1996 条 ， 这 些 线段 的 中 点 有 1996 个 ， 它 们 互 不 
重合 ， 且 到 点 A 的 距离 小 于 AB 长 度 的 一 半 。 


这 两 类 中 点 不 会 重合 ， 加 上 AB 的 中 点 共有 1996+1996+1=3993 (个 ) ， 即 互 不 重合 的 中 点 不 
少 于 3993 个。 


男 一 方面 ， 当 这 1998 个 点 中 每 两 个 相 邻 点 的 间隔 都 相等 时 ， 不 重合 的 中 点 数 恰 为 3993。 
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这 说 明 ， 互 不 重合 的 中 点 数 全 人 少 为 3993 个 。 
6. 198 个 。 


解 : 考虑 一 种 特殊 的 通话 过 程 ; 先 由 99 人 每 人 打 一 个 电话 给 A, A 再 给 99 人 每 人 打 一 个 电话 ， 
这 样 一 共 打 了 198 个 电话 ， 而 且 每 人 都 知道 了 所 有 的 消息 。 


下 面 我 们 访 明 这 是 次 数 最 少 的 。 郑 碟 一 种 能 使 万 有 人 知道 一 切 消息 的 通话 过 程 中 的 关键 性 的 
一 侈 通话 ， 这 人 通 话 后 ， 有 一 个 接 话 人 A 知 过 了 所 有 的 消息 ， 而 在 此 之 前 还 没有 人 知 志 所 有 的 请 
自 


/DA O 


除了 A 以 外 的 99 人 每 人 在 这 个 关键 性 的 通话 前 ， 必 须 打 出 电话 一 次 ， 合 则 A 不 可 能 知道 所 有 
的 消息 : 又 这 99 人 每 人 在 这 个 关键 性 的 通话 后 ， 又 至 少 收 到 一 个 电话 ， 人 否则 它们 不 可 能 知道 所 有 
的 消息 。 


7.30，34，36，38 或 31，33，35，39。 


解 : 设 4 个 数 为 a，b，c，d， 且 a<pbp<c<d， 则 6 个 和 为 atp，a+c，a+d，b+c，b+d，c+d， 
于 是 有 


ato0<~atc<atd< otd< etd 


和 a+b<a+c<b+c<b+d<c+d。 


下 再 村 一 :站 十: A+b = 54d, 
a Se 
从 而 有 0 
二 站 寺 二 征 名 5 及 十 十 三 20， 
人 i 
分 别 解 这 两 个 方程 组 ， 得 
ts 站 
b = 34, = 
和 
i i 
= 三 二名; 


8. 相等 。 
解 : 设 这 五 个 传人 码 的 重量 依次 为 a 夺 b 三 c 三 d 三 e@，。 
去 掉 e， 则 有 a+d=b+c; GD 


去 挥 d， 则 有 ate=btc。 @ 
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F 载 资料 _ 
比较 GD 凶 ， 得 d=e。 

去 挥 a， 则 有 b+e=c+b; 

去 掉 p， 则 有 ate=ctd。 外 

比较 (8X4)， 得 a=b。 


将 a=b 代 入 得 c=d， 将 d=e 代入 由 得 bc。 所 以 e=b=c=d=e。 


例题 答案 : 
1 分析: 最 高 的 得 分 为 50 分 ， 最 低 的 得 分 为 0 分。 但 并 不 是 从 0 分 到 50 分 都 能 得 到 。 


从 正面 考虑 计算 量 较 大 ， 故 我 们 从 反面 考虑 ， 先 计算 有 多 少 种 分 数 达 不 到 ， 然 后 排除 达 不 到 
的 分 数 束 可 以 了 。 

解 : 最 高 的 得 分 为 50 分 ， 最低 的 得 分 为 0 分。 在 从 0 分 到 50 分 这 51 个 分 数 中 ， 有 49，48， 
47，44，43，39 这 6 种 分 数 是 不 能 达到 的 ， 故 此 次 测验 不 同 的 分 数 至 多 有 $1-6=45 〈 种 ) 。 
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分 析 : 从 条 件 “ 若 按 每 排 4 人 编队 ， 则 最 后 产 3 人 ”的 反面 来 考虑 ， 可 理解 为 “ 若 按 每 排 
4 人 编队 ， 则 最 后 多 1 人 ”。 同 理 ， 按 3 人 、2 人 排队 都 可 理解 为 多 1 人 。 即 总 人 数 被 12 除 余 1， 
这 样 一 来 ， 原 题 束 化 为 : 
一 个 5 的 倍数 大 于 1000， 且 它 被 12 除 余 1。 问 : 这 个 数 最 小 是 多 少 ? 
解 : 是 5 的 倍数 且 除 以 12 余 1 的 最 小 自然 数 是 25。 因 为 人 数 超过 1000，[3，4，5]=60， 所 
以 最 少 有 
25+60X17=1045 (人 )。 
3 解 : 将 八 边 形 的 8 个 顶点 上 的 数 依 次 记 为 al，a2，a3，…，a8， 则 有 S=al+a2+a3 二 …. 
+a8=1+2+3+… 十 8=36。 
假设 任意 3 个 相 邻 顶点 上 的 数 都 大 于 13， 因 为 顶点 上 的 数 都 是 整数 ， 所 以 
al1+a2+a3 之 14; 
a2+a3+a4 之 14; 
a7+a8+al 之 14; 
a8+al+a2 之 14。 
将 以 上 8 个 不 等 式 相 加 ， 得 3S 宇 112， 从 而 S> 37， 这 与 $S=36 了 矛盾 。 故 结论 是 否定 的 。 
4. 解 : 假设 这 个 数 为 A， 它 是 自然 数 a 的 平方 。 
因为 A 的 各 位 数字 之 和 888 是 3 的 倍数 , 所 以 a 也 应 是 3 的 倍数 。 于 是 a 的 平方 是 9 的 倍数 ， 
但 888 不 是 9 的 倍数 ， 这 样 就 产生 了 了 矛盾， 从 而 A 不 可 能 是 平方 数 。 


分 析 : 我 们 先 考虑 正方 形 EFGH 的 特殊 位 置 ， 即 它 的 各 边 与 正方 形 ABCD 的 各 边 对 应 平行 的 
情况 〈 见 上 图 ) 。 此 时 ， 显 然 有 


| 
SD i (crm) 。 


得 出 答案 后 ,这 个 问题 还 得 回 到 一 般 情 况 下 去 解决 , 解决 的 方法 是 将 一 般 情 况 变 成 特殊 情况 ， 
解 ， 自 E 向 AB 和 AD 分 别 作 重 线 EN 和 EM ( 右 图 ) ， 则 有 
S=SAPME+S 四 边 形 AMEQ 
又 SAPME=SAEQN， 故 
S=S 信 EQN+S 四 边 形 AMEQ 
=S 正方 形 AMEN 


1 
和 A 


6. 分析 与 解 : 先 考 虑 一 种 特殊 的 图 形 :; 围棋 盘 。 它 有 38 条 直线 、361 个 交点 。 我 们 就 从 这 种 
特殊 的 图 形 出 及， 然后 进行 局 部 的 调整 。 
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先 加 上 2 条 对 角 线 ， 这 样 束 有 40 条 和 直线 了 ， 但 交点 仍然 是 361 个 。 再 将 最 右边 的 1 条 直线 问 
右 平 移 1 段 ， 正 好 增加 了 4 个 交点 〈“ 见 上 图 ) 。 于 是 ， 我 们 就 得 到 了 有 365 个 交点 的 40 条 直线 。 
7. 分 析 : 从 这 8 个 数 部 相等 的 特殊 情况 入 手 ， 它 们 满足 题目 条 件 ， 从 而 得 所 求 值 为 0。 这 束 局 发 
我 们 去 说 明 a+b+c+d=e+f+g+h。 
解 ， 由 已 知 得 

3a=b+e+d，3b=a+c+tf， 

3c=b+d+g，3d=a+c+h， 

推 知 


3a+3b+3c+3d=2a+2b+2c+2d+e+f+g+h， 
a+b+c+d=e+f+g+h， 
(《a+b+c+d) - (etftgt+h) =0。 
8. 分 析 : 先 讨 论 n=3 的 情况 ， 任 取 两 表 : 


8 9 4 7 8 9 

左上 表 中 x=6，y=4; 右上 表 中 x=3，y=3。 两 个 表 都 满足 x>y， 所 以 可 以 猜想 x 三 y。 
解 : 设 x 是 第 i 行 第 j 列 的 数 aij，y 是 第 1 行 第 m 列 的 数 alm。 考 虑 x 所 在 的 行 与 y 所 在 的 列 交 
又 的 那个 数 ， 即 第 i 行 第 m 列 的 数 aim。 显 然 有 aij 宇 aim 宇 alm， 当 二 1l，j 二 =m 时 每 写成 立 ， 所 以 x 
之 y。 
9. 解 : 10 到 40 之 间 的 8 个 质数 是 

11，13，17，19，23，29，31，37。 

根据 题目 要 求 ， 除 去 最 左边 和 最 右边 的 2 个 质数 之 外 ， 剩 下 的 6 个 质数 在 同一 行 的 2 个 质数 
的 和 应 分 别 相 等 ， 等 于 这 6 个 数 中 最 小 数 〈 记 为 a) 与 最 大 数 〈 记 为 bj) 之 和 a+b。 根 据 a，b 的 
大 小 可 分 为 6 种 情况 : 

当 a=11，b=29 时 ， 无 解 ; 

当 a=11，b=31 时 ， 有 11+31=13+29=19+23， 得 到 如 下 填 法 : 


Lb— 
由 一 付 一 各 一 一 部 
和 (9— 3 
当 a=11，b=37 时 ， 有 11+37=17+31=19+29， 得 到 如 下 填 法 : 
a 
让 一 闻 一 印 一 一 总 
BS 一 和 
当 a=13，b=31 时 ， 无 解 ; 
当 a=13， b=37 时 ， 无 解 ; 
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当 a=17，b=37 时 ， 无 解 。 

所 以 ， 共 有 2 类 填 法 。 
10. 解 : 设 四 个 数 为 a，b，c，d， 且 a<b 过 cd， 则 六 个 和 为 atb，a+c，a+d，b+c，b+d，c+d， 
其 中 atb 最 小 ，atc 次 小 ，c+d 最 大 ，b+d 次 大 ，a+d 与 b+c 位 第 三 和 第 四 。 


a+kb=2d a+b= ?24 
二 寺 :全 后 扣 a+c= 人 28 
三 晤 = 30 3 十 才 = 32 
从而 有 各， 。 -= 32 和 和 b+c= 3 
b+ 引 = 计 b+d= 34 
十 过 = 38 C+ = 38 
分 别 解 这 两 个 方程 组 ， 得 
a= 10 a=1l] 
b = 14 和 Bs] 3 
c=1% Eg 
d = 20 d = 1 


11.， 解 : 设 这 12 个 自然 数 从 小 到 大 依次 为 al|，a2，a3，…，al2， 且 它们 两 两 相 减 最 多 只 有 2 
个 差 相 等 ， 那 么 差 为 1，2，3，4，5 的 都 最 多 只 有 2 个。 从 而 
al2-all, all-al0, al0-a9, '…,， a2-al, 


这 11 个 差 之 和 人 至少 为 

2x (1+2+3+4+5) +6=36， 
但 这 11 个 差 之 和 等 于 al2-al<36。 这 一 秘 盾 说 明 ， 两 两 相 减 的 差 中 ， 人 至 少 有 3 个 相等 。 

12， 解 ， 设 这 8 个 物品 的 重量 从 重 到 轻 依 次 排列 为 : 
1$ 全 al>a2>a3>a84>>a5 二 a6 二 a7 二 a8 二 1。 
小 平 找 出 的 这 个 物品 重量 为 5， 第 二 轻 的 物品 重量 为 a7。 
由 于 a5 加 上 一 个 比 它 轻 的 物品 不 可 能 大 于 两 个 比 a5 重 的 物品 重量 之 和 ， 因 而 第 一 次 必须 和 
去 3 个 比 a5 重 的 物品 。 

这 梓 束 有 以 下 四 种 可 能 : 
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ee ee th 
第 一 种 Be A 十 至 了 ， eh 
i (3) 
:ee ee 
审 二 种 tas 十 asas 十 a7， 
aa 
a 
第 三 种 ,as 十 as 六 as 十 a7， 


a 
A] a 十 a a ase 

第 四 种 Be 4) 
汪汪 


先 考 虑 第 一 种 情况 。 根 据 了 QD) 式 ，a4 比 al 人 至少 轻 3 元，a5 比 a22，a6 比 a3 也 都 全 少 轻 3 页， 
则 a7 比 a8 至 少 重 10 克 。 根 据 @ 式 ，a5 比 a4 至 少 轻 1 元， 则 a6 比 a7 至 少 重 18 元 。 与 已 知 歼 
盾 ， 第 一 种 情况 不 可 能 出 现 。 

投 同 样 的 推理 方法 ， 可 以 说 明 第 二 种 和 第 三 种 情况 也 不 可 能 出 现 。 

最 后 ， 考 虑 第 四 种 情况 。al 比 a2 至 少 重 1 元 ; a5 比 a3，a6 比 a4 都 至 少 轻 1 元 ， 则 a7 比 a8 
人 至少 重 4 元。 根据 式 ，a5 比 a4 至 少 轻 4 元 ， 则 a6 比 a7 至 少 章 5 元 。 这 样 得 到 的 这 8 个 物品 
的 重量 分 别 为 : 

al=15 殉 > ad2=14 克 a3=13 页 ， =12 页 ， 

a5=11 克 ， a6=10 克 ， a7=5 元 ， a8=1] 元 。 

因此 ， 小 平 找 出 的 这 个 物品 重 11 元 ， 第 二 轻 的 物品 重 $ 元 。 


83 集 合 
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下 载 资 料 


集合 的 划分 反映 了 集合 与 子 集 之 间 的 关系 ,这 既是 一 类 数学 问题 ， 也 是 数学 中 的 解 题 策略 一 一 
分 类 思想 的 基础 ， BP 竞赛 中 经 香 出 现 ， 日 瘟 受 到 重视 ， 本 讲 主要 介绍 有 关 的 概念 、 
es 、 子 集 与 划分 问题 的 方法 。 

合 的 概念 

集合 是 个 不 定义 的 概念 ， 集 合 中 的 元 素 有 三 个 特征 : 
(1) 确定 性 ” 设 4 是 一 个 给 定 的 集合 ，4 是 某 一 具体 对 象 ， 则 4 或 者 是 也 的 元 素 ， 或 者 不 是 二 

的 元 素 ， 两 者 必 居 其 一 ， 即 ZE A 与 4 4 A 仪 有 一 种 情况 成 立 。 
(2) 互 异 性 ”一 个 给 定 的 集合 中 的 元 素 是 指 互 不 相同 的 对 象 , 即 同一 个 集合 中 不 应 出 现 同一 个 元 
(3) 无 序 性 
2. 集合 的 表示 方法 


主要 有 列举 法 、 摘 述 法 、 区 间 法 、 语 言 叙 述 法 。 第 用 数 集 如 : 人 ,LA 双 帮 应 鸣 记 。 
3. 实数 的 子 集 与 数 轴 上 的 点 集 之 间 的 互相 转换 ， 有 订 实 数 对 的 集合 与 平面 上 的 点 集 可 以 互相 转 
换 。 对 于 方程 、 不 等 式 的 解 集 ， 要 注意 它们 的 几何 意义 。 
4. 子 集 、 真 子 集 及 相等 集 
(1) AcBPO ACcB 或 A= 2p: 
(2) ACBO ACBPH AK2B:; 
(3) A=2BOAcCBHPHADD. 


5. 一 个 阶 集合 〈 即 由 个 元 素 组 成 的 集合 ) 有 2” 个 不 同 的 子 集 ， 其 中 有 2” 一 1 个 非 空 子 集 ， 也 


亲人] 全 
6. 集合 的 交 、 并 、 补 运算 


A[(Il12B={xr|xe AHreB}; AU B={x|xe A 或 rep} 


A={xrlre/Hre¢A} 
要 掌握 有 关 集 合 的 儿 个 运算 律 : 
(1) 交换 律 A() B28== PU 4， A(1 2=2BN 4: 
(2) 结合 律 4U (BUJC)= 二 (A(l)JB)UC,， 
4 站 ZN) =(A(I 2B) CC; 
(3) 分 配 律 AU (CB[1C) = (AU 2B) [| (AU OC) 
4 站 ZUC) = (ANM2B) UU ANMCO) 


(4) 0 一 1 律 4U=4，4n7=4，4U7=7，4mn0= 
(5) 等 罕 律 A()] A== 4， A(| A= 4 
(6) 吸收 律 AU(A 门 8)= 4， ANMm (AUYUB)=A4 


(7) 求 补 和 侍 AUCA=7,， A(ICA=9 


(8) 反 演 律 AUB= A 闪 mB, A 站 2= AUB 
7. 有 限 集 合 所 含 元 素 个 数 的 几 个 简单 性 质 
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设 z( 到 表示 集合 了 所 含 元 素 的 个 数 , (1) a(CAUB) =AD+AB -MAANMB)， 

当 A(A{IB)=0N, AAUD=AD+AD) 
(2) a AU BUYUO)=AAD+AB+NAC)— a A(tNB) -AA(NIC) -ABIIC) +AAA(N BO) 
例题 讲解 


元 素 与 集合 的 关系 
1. 设 A={ala=X 一 y,%b VeZ}, 求证 : (1) 2f-le 4CEE); 


(2) 4f-2¢4 (feD) 


2， 以 东 坚 整数 为 元 素 的 集合 也 具有 下 列 性 质 : (W) 刀 中 的 元 素 有 正 数 ， 有 负数 ; 


包 太 中 的 元 素 有 育 数 ,有 偶数 ; 四 一 1 和 大; 志和 在 了，7E , 则 Xx 十 SE 人 试 判断 实数 0 和 2 与 
集合 书 的 关系 。 


3， 设 少 为 满足 下 列 条 件 的 有 理 数 的 集合 : WD 大 4E 5 ,DBE5, 则 4+BbE5， 
QD eS; 包 对 任 一 个 有 理 数 六 ， 三 个 关系 7E S$， 一 rE S$，7 二 0 有 且 仪 有 一 个 成 立 。 证 明 : 
仿古 由 全 体 正 有 理 数 组 成 的 集合 。 


两 个 集合 之 间 的 关系 
在 两 个 集合 之 间 的 关系 中 ， 我 们 感 兴趣 的 是 “ 子 集 ”、“ 真 子 集 ”、“ 相 等 ”这 三 种 特殊 关 
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下 载 资料 


系 。 这 些 关 系 足 通过 元 素 与 集合 的 关系 来 揭示 的 ， 因 而 判断 两 个 集合 之 间 的 关系 通常 可 从 判断 元 
素 与 这 两 个 集合 的 天 系 入手 。 


县 函数 /() = x 十 Qtr+D (4,2e RR), 集合 A= {x x= AD,re 司 ， 


B={x| x= 7/(D), re 人 全。 
(1) 证 明 ; MG 7; 


(2) 当 A={-131 时 , 求 有 8，。 


(3) 当 有 4 只 有 一 个 元 素 时 ， 求 证 : A= 2 . 


5. 访 , 坟 ,5 为 非 空 集合 ， 对 于 1，2，3 的 任意 一 个 排列 jhK,， 大 xre5,ye5,， 则 


XxX—yEn, 
(1) 证 明 : 三 个 集合 中 全 少 有 两 个 相等 。 
(2) 三 个 集合 中 是 否 可 能 有 两 个 集 无 公共 元 素 ? 


6. 已 知 集合 


A={(H I art p=1,B= {HD r+ av=,C= {HDT + = 二 问 
(1) 当 & 取 何 值 时 ，(AU BF)[1C 为 含有 两 个 元 素 的 集合 ? 


(2) 当 4 取 何 值 时 ，(AU BF){1C 为 含有 三 个 元 素 的 集合 ? 


Ea 设 WneW Hn 二 15, 人 PP 部 是 {1， 2 3 “°°*， ]} 真子 集 ， A{I18=90, 日 
AUB={1，2，3，…，7}。 证 明 : 4 或 者 丸 中 必 有 两 个 不 同 数 的 和 为 完全 平方 数 。 
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课 后 练习 
1. 下 列 八 个 关系 式 :D{0}=9 所 $0 晤 外 {0}9e{9}1S{0}S90 ©0¢9 OOz{0} 


(9 天 {9} 其 中 正确 的 个 数 ( ) 
(A) 4 (B) 5$ CC) 6 (D) 7 
2. 设 A、B 是 全 集 U 的 两 个 子 集 ， 且 AcB， 则 下 列 式 子 成 立 的 是 ( ) 


3. 已 类 M={x| x=3nneZD, N={r|rt=3n+l,neZ, P={r|xr=3n-l,neZ, Hae Nbe NcepP, 


设 Z=z-p+c， 则 zs ( ) 
(A) M (B) N CC) P CD) 4ZUP 
人 1 人 1 

4. 放 案 合 M= {| x= 了 +7,he 人 DN={t|x= 了 了 +7,he 分 ， 则 ( ) 
(A) MeN (B) NecNM (C) MHM=WNW (D) MNN=® 


5. 设 M={1,2,3,.….,1995}，A 是 M 的 子 集 且 满足 条 件 : 当 xEA 时 ,15x ggA， 则 A 中 元 素 的 个 数 最 
多 是 

6. 集 合 A,B 的 并 集 AUB-{fal,a,a》) 当 且 仅 当 AzB 时 , (A,B) 与 (B,A) 视 为 不 同 的 对 , 则 这 样 的 (A,B) 
对 的 个 数 有 


7. 若非 空 集合 A={x|2at+1<x<3a-5}，B={x|3<x<22}), 则 能 使 AcC ANB 成 立 的 a 的 取 值 范围 是 


8. 行 A={l0<x2+ax+5<4} 为 单元 素 集 合 ， 则 实数 a 的 值 为 


9. 设 A={n|100<n<600,nEN}， 则 集合 A 中 被 7 除 余 2 且 不 能 被 57 整除 的 数 的 个 数 为 


10. 己 知 集合 A={x|x=f(x)}，B={x|x=f(f(x))}, 其 中 f(x)=x*+ax+b (abER)， 


证 明 : (1) AcCB ”(2) 唇 A 只 含有 一 个 元 素 ， 则 A=B . 


11. 集合 A={ (%y) +Wr-y+2=0}) 和 集合 B-{ (tp) x-y+1=0, 昌 0<x<2}, 
又 AnZ3zfh ， 求 实数 mm 的 取 值 范围 . 


课 后 练习 答案 
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1-4 C CB A 
5. 解 : 由 于 1995=15x133， 所 以 , 只 要 n>133, 就 有 15n>1995. 故 取出 所 有 大 于 133 而 不 超过 1995 
的 整数 ， 由 于 这 时 己 取 出 了 15x9=135, … 15x133=1995. 故 9 至 133 的 整数 都 不 能 再 取 , 还 可 取 
1 至 8 这 8 个 数 ， 即 共 取 出 1995 一 133+8=1870 个 数 ， 这 说 明 所 求 数 三 1870。 

男 一 方面 ， 把 k 与 15k 配对 ，(k 不 是 15 的 倍数 ， 且 1 科 k 科 133) 共 得 133 一 8=125 对 ， 
对 数 中 至 多 能 取 1 个 数 为 A 的 元 素 ， 这 说 明 所 求 数 三 1870， 综 上 可 知 应 填 1870 
6. 解 : A= 中 时 ， 有 1 种 可 能 ， A 为 一 元 集 时 ，B 必须 含有 其 余 2 元 ， 共 有 6 种 可 能 ，A 为 二 元 
集 时 ，B 必须 含有 另 一 元 .共有 12 种 可 能 ，A 为 三 元 集 时 ，B 可 为 其 任 一 子 集 . 共 8 种 可 能 . 故 共 
有 1+6+12+8=27 个 . 
7. 解 : 由 A 非 空 知 2atl1 三 3a-5， 故 a 宇 6. 由 AcArmB 知 AcB. 即 3 三 2at1 且 3a-$ 委 22,， 解 之 ， 
得 1 三 a 三 9， 于 是 知 6 三 a 硅 9 


8. 解 : 由 x +art5=(x+ 寺 Lo)” + 和 一 22 :车 5 -1a <4， 则 A 有 无 数 个 元 ， 寿 


Sy > 4， 则 A 为 空 集 ， 只 有 当 5 一 La 0 =4 即 4 =+2 时 ，A 为 单元 素 集 仁 匡 或 全 .所 以 
冯 二: 后。 
9. 解 : 被 7 除 余 2 的 数 可 写 为 7k+2. 由 100 三 7k+2 三 600. 知 14 三 k 三 85， 又 车 某 个 k 使 7k+2 能 


被 57 整除 ， 则 可 设 7k+2=57n. 即 hf= 池 全 = 闻 全 =87+ 入 <. 即 n-2 应 为 7 的 倍数 . 设 


n=7m+2 代入 ， 得 k=57m+16...14 三 57m+16 三 85.，m=0, 1. 于 是 所 求 的 个 数 为 85-(14-1)-2=70 
10. 证 明 : (1) .xe A 入 [人 = 和 AD)= /=x rep .ACB 
(2) 设 A={c}， 即 二 次 方程 Hz0 有 惟一 解 c， 即 c 为 frr=0 的 重 根 . 
Ace 即 ATc/ tx RAN = tH 
SI XIN HX x) tx- tx- <0 


元 加 十 一 C=0 


Oo 


故 H1 动 二 也 只 有 惟一 解 二 ce， 即 B={c}. 所 以 A=B 


11， 解 : | 0 


Xx—y+1l=0 


= 2 
设 /()=x ++(W 一 1)x+1 由 数 形 结合 得 : 2 或 /(2) <0 
A=(m-1) -4>0 


解 得 : jn < 一 1 


例题 答案 : 


《中 学 数学 信息 网 》 系 列 资料 WWW. ZXSX. COM 版 权 所 有 @ 中 学 数学 信息 网 


WWWw EXSX.CONm 欢迎 光临 


1. 分 析 : 如 果 集 合 4 二 {4la 具有 性 质 jp}， 那 么 判断 对 象 4 是 侍 是 集合 4 的 元 素 的 基本 方法 不 
古 检 验 4 是 合共 有 性 质 jp。 


解 ， (1) “Kf,f-1le Z 有 24f-1= 代 -(f-])?, 故 2f-1e 4 
(2) 假设 4f-2e 4 (fe 有力 ， 则 存在 .pe 使 4f-2=x 一 yy 
B(x— Hr+.)= 2(26—1) (*) 


由 于 Xx 一 J 与 ++y 其 有 相同 的 奇偶 性 ， 所 以 (*) 式 左 边 有 且 仪 有 两 种 可 能 : 奇数 或 4 的 倍 
数 ， 为 一 方面 ，〈(*) 去 右 边 只 能 和 被 4 除 余 2 的 数 ， 故 (*) 式 不 能 成 立 。 由 此 ， 


4f-2¢4 (feD). 


2. 解 : 由 略 X+，JEP, 则 x 十 yeEP 可 知 ， 帮 XE P, 则 fxre PP (few) 


(1) 由 可 设 x+，yE P, 有 是 x+>>0,，y<0, 则 一 yx=|y|x (vile ww) 


故 X ,一 XEP,HW,0=(— pyr)HtrrveprP, 
(2) 2 和 买书. 知 2E 忆 则 忆 中 的 负数 全 为 偶数 ， 不 然 的 话 ， 当 一 (2 人 4+1) EP (fkewW) 
时 ， 一 1 二 (一 2Xf-1) 十 2fE€ J], 与 名 了 矛盾。 于 是 ， 由 书 知 让 中 必 有 正 奇数 。 设 


一 271,27 一 1e (WN EN)， 我 们 取 适 当 正 整数 g， 使 


9 | 一 27|> 27 一 1 ， 则 负 奇 数 -2g9m+(2n 一 1) e P。 前 后 矛盾 。 


3. 证 明 : 设 任意 的 x E QO，7 隐 0, 由 名 知 x EE 今 ， 或 一 rE 5 之 一 成 并 。 再 由 凡 ， 大 VE 人 SS， 则 


一 E 光 ; 若 一 ES， 则 =(- 力 :(- 力 E55。 总 之 ,， ”E55。 
取 x=1， 则 1E 人 5S。 再 由 名 ，2=1+1 ES，3=1+2E 人 SS，…， 可 知 全 体 正 整数 都 属于 5。 


, es 1 1 

设 DGE 录 由 Ze 如 ， 又 由 前 证 知 一 < 小， 所 以 全 = pg 一 Ee 因此; 证 合 有 
0 0 0 

全 体 正 有 理 数 。 


再 由 (WW 知 ，0 及 全 体 负 有 理 数 不 属于 5S。 即 5 是 由 全 体 正 有 理 数 组 成 的 集合 。 


4. 解 : (1) 设 任 半 为 A 则 如 三 f(t0): 而 fLf (zw0)] = f(zo)= Xo 


疏 w EBU Ac 2B. 


(2) 因 A4= {一 1,3}， 所 以 
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2 2 .(— = 
(-D)’ +2 TD+2= 一 ] 解 得 Z= -46 = -3 
3 +2:3+O=3 


故 f(z)=x 一 + 一 3。 由 += /Lf/()| 得 
(x Xx-3) (x x-3)—-x-3=0 
解 得 x= 一 ,3, 十 V3 
B={-13,V3,V3}. 

5. 证 明 : (1) 大 Xe 5,ye 仿 ,， 则 
Jp-—-xed,,(p—X)— y=—res, 


所 以 每 个 集合 中 均 有 非 负 元 素 。 
当 三 个 集合 中 的 元 素 都 为 零 时， 命题 显然 成 记 。 


否则 ， 设 办, 多 ,名 中 的 最 小 正 元 素 为 a， 不 妨 设 ge 5 ， 设 5 为 多, 5 中 最 小 的 非 负 元 素 ， 


不 妨 设 be 5, 则 bp 一 a€ x5， 
若 5>>0, 则 0 5 一 4 三 5B， 与 5 的 取 法 矛盾 。 所 以 6=0。 


任 取 xe5, 因 0E 访 , 故 x 一 0 二 XE 避 。 所 以 5 CC 避 ， 同 理 5。 
所 以 外 = 以。 


(3) 可 能 。 例 如 = 录 ={ 奇数 }， ={ 人 代数 } 显然 满足 条 件 ， 贞 和 5 与 5 部 无 公共 元 素 。 


6. 解 : (AU 肪 站 C=(4N OUGBNGO。A4N Cc 与 8 门 C 分 别 为 方程 组 


_ 1 1 
(1) | (II) Op 
» 司 x +=1 


2 
1 一 2 


的 解 集 。 由 ( 工 ) 解 得 (ty) = (0，1) = ~); 由 《 开 ) 解 得 


1+ 1+z 


[二 24 
lt+a’” 1l+a 


(1) 使 (4U BP){1C 恰 有 两 个 元 素 的 情况 只 有 两 种 可 能 


(Kp)= (1, 0), ( ) 
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20 _0 24 _ 1 
全 2 
(人 Ita ©) 1 + 2 
l—4 _ 1 1 一 Z _0 
1+ Cr 1 二 dr 


由 也 解 得 4=0; 由 人 @ 解 得 Z=1。 


故 a=0 或 1 时 ，(4U 及 [1C 恰 有 两 个 元 素 。 


(2) 使 (4U 局 门 C 恰 有 三 个 元 素 的 情况 是 ， 一 < 一 一 


解 得 4 = 一 1 土 Y2， 故 当 4 = 一 1+t V2 时，(AU 肪 门 C 恰 有 三 个 元 素 。 


7. 证 明 : 由 题 设 ，{1，2，3，…， 有} 的 任何 元 素 必 属于 且 只 属于 它 的 真子 集 双 之 一 。 
假设 结论 不 真 ， 则 存在 如 题 设 的 和，2，3，…，7} 的 真子 集 和 4， 使 得 无 论 是 4 还 是 用 


中 的 任 两 个 不 同 的 数 的 和 都 不 是 完全 平方 数 。 


不 妨 设 1E 4， 则 3 gg 了， 否则 1+3=2”， 与 假设 矛盾 ， 所 以 3E 8。 同样 6¢g 丸 ， 所 以 6 
E A,， 这 时 10g 4，， 即 10€。 因 宇 15， 而 15 或 者 在 4 中 ， 或 者 在 2 中 , 但 当 15E 了 


时 ， 因 1E 4A4，1+15=4”， 了 矛盾 ; 当 1SE 有 时， 因 10e€ ,于 是 有 10+15=5*， 仍然 矛盾 。 因 此 
假设 不 真 。 即 结论 成 立 。 
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8 4 函数 的 基本 性 质 


浮 数 的 性 质 通 常 是 指 函 数 的 定义 域 、 值 域 、 解 析 式 、 蛙 调 性 、 奇 偶 性 、 周 期 性 、 对 称 性 每 等 ， 
在 解决 与 函数 有 关 的 (如 方程 、 不 等 式 等 ) 问 题 时 ， 巧 妙 利 用 函数 及 其 图 象 的 相关 性 质 ， 可 以 使 得 
问题 得 到 从 化 ， 从 而 达到 解决 问题 的 目的 . 
I， 冰 数 的 定义 
设 A，B 都 是 非 空 的 数 集 ，/ 是 从 A 到 了 B 的 一 个 对 应 法 则 .那么 ， 从 A 到 了 B 的 映射 f:' A 一 B 器 
叫做 从 A 到 B 的 函数 . 记 做 ) 王 人 (9， 其 中 zxEA，PEB， 原 象 集合 ，A 叫做 函数 A 的 定义 域 , 象 的 
集合 C 叫 做 函数 的 值 域 ， 显 然 CCB. 
I.， 也 数 的 性 质 
(1) 奇偶 性 设 函 数 fx) 的 定义 域 为 D， 且 D 是 关于 原点 对 称 的 数 集 . 看 对 任意 的 xXED， 都 有 1 一 
力 = 一 AX)， 则 称 f(x) 是 奇 函 数 ， 若 对 任意 的 xED， 都 有 A 一 才 )=ADD, 则 称 fx) 是 个 函数 
(2) 函数 的 增 减 性 ” 设 函 数 TD 在 区 间 D'” 上 满足 : 对 任意 ,weD  ， 并 有 旦 xi<%wb 时 ， 总 有 
AN)<Az) A)>Az))), 则 称 A 在 区 则 DD 上 的 增 孙 数 ( 减 函 数 ) ， 区间 D” 称 为 .AD 的 一 个 单调 增 
( 减 ) 区 间 . 
II， 函数 的 周期 性 
对 于 函数 /49, 如 果 存 在 一 个 不 为 零 的 正 数 T， 使 得 当 + 取 定义 域 中 的 每 个 数 时 ，Ax+T)=ADD 
忆 成 并 那么 称 _AX) 是 周期 函数 ,TT 称 做 这 个 周期 函数 的 周期 .如 果 函 数 {DD 的 所 有 周期 中 存在 最 小 
值 Ti， 称 To 为 周期 函数 .的 最 小 值 正 周期 . 


例题 讲解 
1 已 知 .人 三 8 二 27 一世， 如 条 SD=f2 一 已 ， 那 么 saD(  ) 
A. 在 区 间 ( 一 2，0) 上 单调 鸳 增 B. 在 (0，2) 上 单调 递增 


C. 在 (一 1，0) 上 单调 递增 D. 在 (0，1D) 上 单调 递增 


2， 设 [是 R 上 的 奇 函 数 ， 且 Ar 二 3) 一 一 [， 当 0<< 了 时 ,AD 一 mm 则 /2003)-( 。 ) 


A. 一 ] B.0 | D.2003 


3. 定义 在 实数 集 上 的 函数 A， 对 一 切实 数 t+ 痢 有 Az 十 1) 二 让 一 力 成 立 ， 夺 fx) 二 0 仪 有 101 个 
不 同 的 实数 根 ， 那 么 所 有 实数 根 的 和 为 (” ) 


A.150 B. EA C.1352 D. 全 


2 


4， 实 数 思 7 满足 好 三 288zz(01 一 1， 则 阅 98 十 685757 一 


$. 已 知 一 V19+V99 是 方程 z4+Tbz2 十 c=0 的 根 ，8，c 为 整数 ， 则 5 十 c= 
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6. 已 知 [三 2 十 bz 十 c(c>0)，[D 三 0 有 实数 根 ， 且 = 三 1 在 (0，1) 内 有 两 个 实数 根 ， 求 证 : 4 
之 4. 


7. 己 知 有 AD 二 十 Qt 十 A 一 1<K<1)， 奉 [ND 的 最 大 值 为 M， 求 证 : ME 了 


8. (DD) 解 方程 (x 十 8 1! 十 ?1 十 2x 十 8 二 0 
2x+N4x +1 yey 
xz +1+ V(x +D)’+1 


(2) 解 方程 : 


OA A A A 求 二 0 十 XO]] 的 值 


10. 设 [ 妇 王 妈 一 4 要 十 i 当 XER 时 ， 求 证 : /DE 
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课 


1. 


后 练习 


已 知 fo 一 ax5 十 bsin5x 十 1， 且 fl 一 35， 则 女 一 D=(  ) 
A.3 B. 一 3 C.5 3 


已 知 (3x 十 y》%1 十 x2%01 十 4x 十 y 二 0， 求 4x 十 y 的 值 . 
解 方程 : In( VX2 十 1 十 x) 十 In( V4X? +1 十 2x) 十 3x 二 0 
各 图 数 y= 二 logs(X? 十 ax 一 a) 的 值 域 为 R， 则 实数 a 的 取 值 范围 是 


郧 数 y 二 Vx +4x+5+Vx 一 4x+8 的 最 小 值 是 : 


己 知 f(x) 二 ax? 十 bx 十 ce，f(x) 二 x 的 两 根 为 x/，x,，a 二 0， 二 各 0<t<xi ， 试 比较 f(t) 
a 


与 xl 的 大 小 . 


ffgxz)，g(Cx) 都 是 定义 在 了 上 的 图 数 ， 当 0<x<1，0<y<1 时 . 
求证 : 存在 实数 x，y， 使 得 


设 a，b，cER，|x|<1，f(x) 二 ax? 十 bx 十 ce， 如 末 |f(x)|<1， 求 证 : |2ax 十 bl<4. 


9. 己 知 疯 数 f(x) 二 x 一 x 十 c 定义 在 [0，1] 上， x1，x2E[0，1] 有 Hl x;. 


(1) 求 证 : |f(x1) 一 f(x2)| 三 2|xi 一 Xo; 


(2) 求 证 : |f(x1) 一 f(x))| 达 1. 
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下 载 资料 


1. 解 : ”fl 一 a 十 bsin51 十 1 一 5 
设 f 一 JU) 三 一 a 十 bsin5( 一 JJ) 十 1 一 kk 
相 加 : f(D) 十 f( 一 1)==2==5 十 k 
, f(—1)=k=2 一 5= 一 3 
选 B 
2. 解 : 构造 图 数 fo 三 xm%1 十 x， 则 f(3x 十 y) 十 f(x) 二 0 
逐一 到 fx) 的 奇 轴 数 且 为 R 上 的 增 函 数 ， 
所 以 3X 十 y 王 一 X 
4x 十 y 王 0 


3. 解 ;构造 函数 fg 一 In( VX? 十 1 十 x) 十 x 
则 由 已 知 得 :; f(x) 十 f(2x)=0 
不 难 知 ，f(x) 为 奇 函 数 ， 量 在 R 上 是 增 函 数 (证 明 略 ) 
所 以 f(x)= f(x)=f(—2x) 
由 函数 的 单调 性 ， 得 x= 一 2x 
所 以 原 方程 的 解 为 x=0 
4. 解 : 函数 值 域 为 R， 表 示 函 数值 能 取 过 所 有 实数 ， 
则 其 真 数 函数 g(x)==x? 十 ax 一 a 的 函数 值 应 该 能 够 取 过 所 有 正 数 
所 以 函数 y 二 g(x) 的 图 象 应 该 与 x 轴 相 交 
即 人 >0 .8a 十 4a>0 
a< 一 4 或 a>0 
解法 二 : 将 原 函 数 变 形 为 x 十 ax 一 a 一 3 二 0 
人 三 2 十 4a 十 4.37Y>0 对 一 切 yER 恒 成 立 
则 必须 a2 十 4a>0 成 立 
'"，a< 一 4 或 a>0 
5. 提 示 : 利用 两 点 间距 离 公式 处 理 


y= /(x+2)’ +(0+1) + 人 GX-2) +(0—2) 
表示 动 点 P&，0) 到 两 定点 A( 一 2， 一 1) 和 B(2，2) 的 距离 之 和 
当 且 仅 当 P、A、B 三 点 共 线 时 取 的 最 小 仁 ， 为 |AB 三 5 
6. 解 法 一 : 设 F(x) 二 f(x) 一 x 二 ax* 十 (b 一 1)x 十 c， 
=a(X— xX)(X— XxX;) 

“~ f(x)=a(x—xX)(X—xX,) 十 Xx 
作 差 : f() 一 x 二 a(t 一 Xj)(t 一 Xx) 十 t 一 x 

二 (t—xi)[a(t—x2) 二 1] 


a 
a 


又 te 十 <<t 一 (X 一 XI) 一 Xl1 一 {t 一 XI 二 0 
a 
“f(t)—xi>0 
f(t)>xi 
解法 二 : 同 解 法 一 得 f(x) 二 a(x 一 x1)(x 一 Xx2) 十 X 
令 g(x)=a(x—x,) 
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a0，g(X) 是 增 函 数 ， 且 t=<xi 
> g(t)<g(x1)=a(x1—x2)=—1 
慷 一 方面 : ff 三 g(b(t 一 xD 十 t 

。 f(t)—t 
本 
ff 一 人 Xi 一 { 
“f(t)>xi 


一 alt 一 x2) 一 SO< 1 


7.xy—f(x) —g(y)E = 
证 明 ， (正面 下 手 不 容易 ， 可 用 反 证 法 ) 


奉 对 任意 的 实数 x，y， 都 有 lxy 一 KoO 一 sj< 二 
记 |SC，y)| 王 |xy 一 Ko 一 g(y) 

1 1 1 1 
则 SO,， Ol<3, sO, Dl<3, lS0, OK 二 SU， DIE 


和 而 S0，0) 三 一 人 0O) 一 8(0) 

S(0,，1)= 一 f(0)—g(1) 

S(1, 0)=—f(1)—g(0) 

S(1, 1)=1—f{(1)—g(1) 
.|S(0，0)| 十 ISO，DI+ISdG，O)I+ISdG，D1)| 
>|S0，0) 一 S0，1D 一 SL，0 十 SG，DH)| 
一 ] 

下 盾 ! 
故 诛 命题 得 证 ! 
8. 解 ， (本题 为 1914 年 匈牙利 竞赛 试题 ) 
f(1) 二 a 十 b 十 c 
f(—1) 二 a—b 二 Tc 
f(0)=c 
一 了 [RD 十 人 一 1)—2f(0)] 
1 
b= 3 [KD 1)] 
c 二 f(0) 


2ax 二 b==|IRD 十 人 (一 1) 一 2f(0)]x 十 > [KD 一 ff 一 D] 
一 |(x 十 3 D+ > )f(—1)—2xf(0)| 
<|x+ 了 RD 十 | 一 了 一 0) 十 2xlKO) 


人 
2 2 


接 下 来 按 xx 分别 在 区 间 [ 一 1， 一 了 (一 了 0)，[0， 3) [了 1] 讨 论 即 可 
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10. 


证 明 : (fx) 一 f(x2)| 二 [X13 一 Xi 十 X23 一 Xz| 
= RR] 
需 证 明 |xz2 十 Xix2z 十 X22 一 1|<2 CD 


2 2 
X12 十 XIX2 十 X22 一 (XI 十 | 4 >0 


|] | 
，( 式 成 立 

于 是 原 不 等 等 式 成 并 

(2 不妨 设 X2 一 XI1 

由 (1) fC1) f(z) <2|x 一 xa| 


(有 x 一 X1E(0， > ] 
则 立即 有 |f(x1) 一 f(x2)| 达 1 成 立 . 


(| > > ， 则 一 1] 二 一 (% 一 x1) 达 一 > 


. 0<1 一 Co-xO< > (右边 变 为 正 数 ) 


下 面 我 们 证 明 |fgxy) 一 fx 入 2(01 一 x 十 xD) 

注意 到 : KO) 三 Al) 王女 一 DJ 三 < 

xD 一 丰 xa| 二 ID) 一 伪 2 十 全 0) 一 人 za) 
<|f(x)—fD)I+t|f(0)—f(x,) 
<2(1—x,) 二 2(x,—0) (由 (D) 
一 2(] 一 X? 十 XI1) 
< | 

综合 (2)， 原 命题 得 证 . 

己 知 f(x) 二 ax’? 十 x 一 a( 一 1<x<1) 


(在 lal<1， 求 证 : Too 


(着 fens= 二 ， 求 a 的 值 


解 : 分 析 : 背 先 设法 去 挥 字 母 a， 于 是 将 a 集中 
(大 a 二 0， 则 f(x) 二 x， 


当 xE[ 一 1，1] 时 ，lfeokKl< = 成 立 


在 az0，f(x) 二 a(x? 一 1) 十 Xx 
“|f(x)| 二 |a(x* 一 1) 十 x| 
<lall¥ — 1| 二 Ix 
<|x’ 一 1| 十 |x| ('. |al<1) 
<1=—|X | 二 | 


i 
0 
要 
4 
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(2)a 一 0 时 ， f(x)=x<]z ~ 


“azx0 


欢迎 光临 


”ftow —max {fl), f(—1), f(— 二 


又 TD 一 + 过 
上 _1 _17 
* f(x)max={f( 3 

1 ,,, 11、 _17 

a 十 ( 了 a 


>a= 一 2 或 a 二 一 


但 此 时 要 求 顶点 在 区 间 [ 一 1，1] 内 ， 应 全 去 一 = 


答案 为 一 2 
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下 载 资 料 


1. 提示 : 可 用 图 像 ， 但 是 用 特殊 值 较 好 一 些 . 选 C 
2. 解 : _ Ax 十 6) 二 f(x 十 3 十 3) 二 一 f(x 十 3) 二 {0 
“。A 力 的 周期 为 6 
A2003)=XA6x335 一 上 =A 一 1)= 一 fl)= 一 1 

选 A 

3， 提 示 : 由 已 知 ， 函 数 人 的 图 象 有 对 称 轴 x 二 
于 是 这 101 个 根 的 分 布 也 关于 该 对 称 轴 对 称 


即 有 一 个 根 就 是 了 ， 其 余 100 个 根 可 分 为 50 对 ， 每 一 对 的 两 根 关于 + 一 对称 


利用 中 点 坐标 公式 ， 这 100 个 根 的 和 等 于 > x100 一 150 


所 有 101 个 根 的 和 为 了 xl101 一 一”, 选 

4. 解 : 如 果 x 2 不 是 东 些 特殊 值 ， 则 本 题 无 法 (快速 ) 求 解 
注意 到 其 形式 类 似 于 一 元 二 次 方程 ， 可 以 有 来 用 配方 法 

(+t— sia(xy)) + co (ty)=0 


,X=sm(xr) 且 cos(ty)=0 

“X= sin(xy)=+] 

“Smpy=] xsa(ty)=1 

原 式 ==7 

5. 解 : ( 逆 辐 思考 : 什么 样 的 方程 有 这 样 的 根 ? ) 


由 已 知 变形 得 x+ 一 V19 = V99 
32 一 2 V19 zt 十 19 一 99 


即 80=2VI19x 

再 平方 得 1 一 160 妇 十 6400 王 76 刀 

即 双 一 2362 十 6400=0 

'，b 王 一 236，c 王 6400 

b 十 c 一 01604 

6. 证 法 一 : 由 已 知 条 件 可 得 
人 = 王 b2 一 4ac>0 (1) 
f(1) 二 a 十 b 十 c 之 1 © 
f(0)=c> 1 (3) 
| (4) 

2a 

b’>4ac 

b 之 1 一 a 一 C 

o> | 

b=0('. a>0) 
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于 是 一 b>2 Vac 

所 以 a+c 一 1> 一 b>2 Vac 
“. (Va—ye }>1 

‘“. Va—Ve >1 


于 是 Va > Ve 十 1>2 

.。 ad 二 4 

证 法 二 : 设 f(x) 的 两 个 根 为 x1，x， 

则 f(x)=a(x—xi)(x—x,) 
f(1)=a(l1—x)(1—x,)>1 
f(0)=axix;> 1 

由 基本 不 等 式 


XI(] 一 XI1)Xoz(] 一 X?)<[ Go tt) 


2 
8 下 >a’xi(l 一 XI1)X2(] 一 X2? ) 全 ] 


"。 和 之 16 
-83 一 4 


7. 解 ， M=|fCo)lwwx 二 max {IRD|，| 人 (一 |， 一 =) 


(DD) 车 | 一 > >1 (对称 轴 不 在 定义 域内 部 ) 


则 M==max{|fD|，|f( 一 内 
而 f]) 二 1 十 a 十 b 
f( 一 1) 二 1 一 a 十 b 
RD 二 |f(— DIZIKD++f(—1)|=2|al>4 
则 |KDI 和 |f( 一 了 | 中 至少 有 一 个 不 小 于 2 


. M>2> 1 
2 


0 | 
2 
M=max{|f(1)|, |f(—1)l,，|f(— > 
2 
二 max{|1 十 a 十 bl|，|1 一 a 十 bl 一 二 + 
a’ a” 
一 max{|1 十 a 十 bl|，|1 一 a 十 bl ER 和 


1 a” a” 
= 了 (|1 十 a 十 bl 十 |1 一 a 十 bl 十 | 一 bl A 十 b|) 
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> [十 a 十 b) 十 (1 一 a 十 b) 一 (一 a +b)—(— 2 十 b)] 
_1 a” 
ee 


2 


综 上 所 述 ， 原 命题 正确. 

8. (1) 解 : 原 方程 化 为 (x 十 8》%1 十 (x 十 8) 十 x2%1 十 x 二 0 
即 (x 十 8%1 十 (x 十 8) 二 (一 x)2%! 十 (一 x) 

构造 冰 数 f(x) 二 x2%1 十 x 

原 方程 等 价 于 f(x 十 8) 二 f( 一 x) 

而 由 函数 的 单调 性 可 知 f(x) 是 R 上 的 单调 递增 函数 

于 是 有 x 十 8 二 一 

x 二 一 4 为 原 方程 的 解 

Q2) 两 边 取 以 2 为 底 的 对 数 得 


2x+ V4x* +1 


log,— x1)? 

x +1+ (x +D)’+1 
即 log,(2x+ V4x’ +1)— log, (x +1+ V(x +D)’+1)=x’—2x+1 
即 log, (2x + V4x’ +1)+2x=log, (x +1+ V(x’ +1) +1)+(x’? +1) 


构造 函数 f(x) = log,(x+ Vx +1)+x 

于 是 f(2x) 二 f(x? 十 1) 

易 证 : fg 世纪 函数 ， 且 是 及 上 的 增 函 数 ， 

所 以 : 2x 王 X 十 1 

解 得 : x 二 

9. 解 : a 方程 f(x) 二 x 已 知 有 三 个 解 ， 设 第 四 个 解 为 m， 
记 F(x)=f(x)—x=(x—1)&—2)&—3)(&—m) 
“f(x)=(x—1)(x—2)(x—3)(x —m)+x 

{4)=6(4 一 m) 十 4 

f(0)=6m 


2 [f+f(0)]=7 

10. 证 明 : 配方 得 : 
5 1 
f —w2 一 2 2 th —] 2 一 一: 
(CO 一 XXX 一 2) 十 ) 5 


Ss 1 
一 X2(X 一 212 十 二 (X 一 1 一 1 十 二 
Xx“(X—2) 3 ) 3 


4 1 
一 (X2 一 2X2 十 二 (X 一 1 一 1 十 二 
(x’—2x) ) 


==[(x 一 1)? 一 1 十 > (1 一 1 十 
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a 
1 1 

一 (x 一 DJ 十 工 (x 一 1 十 工 

(x—1) 5 ) S 


> 


QD|—= 


$5 二 次 函数 (1) 
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下 载 资 料 


二 座 函数 是 最 个 单 的 非 线 性 函数 之 一 ， 而 且 有 看 丰 询 内 渭 。 在 中 学 数学 数 材 中 ， 对 二 次 函数 
和 二 次 方程 ， 二 次 三 项 式 及 二 次 不 等 式 以 及 它们 的 基本 性 质 ， 都 有 深入 和 反复 的 讨论 与 练习 。 它 
对 近代 数学 ， 力 至 现代 数学 ， 影 响 深远 ， 为 历年 来 蜗 考 数学 考试 的 一 项 重点 考 俘 内 容 ， 历 久 不 腾 ， 
以 它 为 核心 内 容 的 重点 试题 ， 也 年 年 有 所 变化 ， 不 仅 如 此 ， 在 全 国 及 各 地 的 高 中 数学 竞赛 中 ， 有 
天 二 次 图 数 的 内 容 也 是 非常 重要 的 命题 对 象 。 因 此 ， 必 须 透 彻 玖 练 地 擎 握 二 次 函数 的 基本 性 质 。 


学 习 二 次 函数 的 关键 是 抓 住 顶点 〈-b/2a，(4ac-b2)/4a) ， 顶 点 的 由 来 体现 了 配方 法 
Cy=aX2+bx+c=a(x+b/2a)2+(4ac-b2)7/4a) ; 图 象 的 平移 归结 为 项 点 的 平移 (y=ax? 一 y=a (x-h)?+k); 
也 数 的 对 称 性 (对 称 轴 x=-b/2a, f (-b/2atx)=f (-b/2a-x)，xER) ， 丫 调 区 间 (-ce，-b/2a)， 
[-b/2a, +fceo]、 极 值 ((4ac-b2)/4a) ， 判 别 式 (Ab2-4ac) 与 X 轴 的 位 置 关 系 相交 、 相 切 、 相 离 ) 
等 ;宇都 与 项 所 有 关 。 


一 、“ 四 个 二 次 型 ”概述 


(一 元 ) 二 次 函数 《一 元 ) 太 一 伏 国 数 
一 > a=( 一 > 
[=ax2+rbxtc (二 0)| y=bx+c (b 云 0) 
人 人 
人 人 
(一 元 》 二 次 二 员 苇 一 你 二 项 式 
一 > d= 一 > 
ax“+bx+c (a 天 0) bx+c (b 关 0) 
| | | | 
| | | | 
, | 
ax2+bx+c=0 (a0)| bxt+c=0 (b 关 0) 
| l 
元 次 不 等 
ax2+bx+c>0 或 = a=0 一 
axX2+bXx+c<0(a 和 天 0) bx+c<0 (b 关 0) 


观察 这 个 框图 ， 束 会 发 现 ， 在 a 冯 0 的 条 件 下 ， 从 二 次 三 项 式 出 及 ， 就 可 派生 出 一 元 二 
次 函数 ， 一 元 二 次 方程 和 一 元 二 次 不 等 式 来 。 故 将 它们 合 称 为 “四 个 二 次 型 ”。 其 中 二 次 三 项 式 
02+pPxrrtce(C 天 0) 像 一 颗 心 脏 一 样 , 文 配 看 整个 四 个 二 次 型 ”的 运动 脉络 。 而 二 次 图 数 J 天 Ce2+UArrc(a 
天 0) ， 犹 如 “四 个 二 次 型 ”的 首脑 或 统帅 : 它 的 定义 域 即 自 变 量 X 的 取 值 范围 是 全 体 实数 ， 即 wz 
ER; 它 的 解析 式 AX) 即 是 二 次 三 项 式 Aart+Bxrtc(a 关 0); 在 JF0， 即 ar+tBxrtc=0 (天 0) ， 就 是 初 
中 重点 研究 的 一 元 二 次 方程 ; 若 几 0 或 0， 即 wz2+prtc20 或 ao2+pr+c0 (a 关 0) ， 就 是 高 中 一 
年 级 重点 研究 的 一 元 二 次 不 等 式 ， 它 总 揽 全 局 ， 是 “四 个 二 次 型 ”的 灵 瑰 。 讨 论 零 值 的 一 元 二 次 
消 数 即 一 元 二 次 方程 是 研究 “四 个 二 次 型 ”的 关键 所 在 ， 它 直接 有 影响 厦 两 大 主干 : 一 元 二 次 方程 
和 一 元 二 次 不 等 式 的 求解 。 一 元 二 次 方程 的 根 可 看 作 二 次 函数 的 零点 ;一 元 二 次 不 等 式 的 解 集 可 
看 作 二 次 函数 的 正 、 负 值 区 间 。 心 胜 、 头 脑 、 关 键 、 主 干 、 一 名 话 ，“ 四 个 二 次 型 ”联系 密切 ， 
把 握 它 们 的 相互 联系 、 相 互 转 化 、 相 互利 用 ， 便 于 寻求 规律 ， 有 灵活 运用 ， 使 学 习 事半功倍 。 


二 、 二 次 函数 的 解析 却 
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下 载 资 料 


上 面 提 人 到 ，“ 四 个 三 次 型 ”的 心脏 是 二 次 三 项 式 ; 二 次 图 数 是 通过 其 解析 式 来 定义 的 《要 特 


别 注 意 二 次 项 系数 4 隆 0) ; 二 次 函数 的 性 质 是 通过 其 解析 式 来 研究 的 。 因 此 ， 笃 握 二 次 函数 首先 
要 会 求解 析 式 ， 进 而 才能 用 解析 式 去 解决 更 多 的 问题 。 


J=C2+Axrkc(c 和 0) 中 有 三 个 字母 系数 和 、 全 c， 俏 定 二 次 图 数 的 解析 式 残 是 确定 字母 入 么 c 


的 取 值 。 三 个 未 知 数 的 确定 需要 3 个 独立 的 条 件 ， 其 方法 是 待定 系数 法 ， 依 徘 的 是 方程 思想 及 解 
方程 组 。 


] . 


二 次 函数 有 四 种 生 定 形式 : 


标准 式 ( 定 义 式 ) : /LD =CP2+PrHc (a 天 0) 

顶点 式 : /Dar hthk . (aa 天 0) 
两 根 式 〈 零 点 式 ) : =) (rwp). (a 关 0) 
三 点 式 : 〈 见 罗 增 儒 《 高 中 数学 竞赛 辅导 》 ) 


本 CC DO 一 


过 三 点 A Cn)) 、B CPUp)) 、C (w/w)) 的 二 次 函数 可 设 为 

/WD=a(x-p) Bt) tt ) 把 ABC 坐标 依次 代入 ， 即 令 二 ,59 加 ,得 
/NH)=a (Nb) (Rt) 
/ (1) (WX) (Dt) 
/8)=0 (PB-N (BR-T) 

解 之 ， 得 : a (KD) (HH) Ks) wD) (PH-H)(D-h), /Rm) (KH) Bt) 

从 而 得 二 次 函数 的 三 点 式 为 : 


AD=[AN)N Nr-p) Nn-n)r Dr nt fs) (PH-A)p-n) TA n An)N/ (BART) (rH) (rb) 


根据 题目 所 给 的 不 同 条 件 ， 灵 活 地 选用 上 述 四 种 形式 求解 二 次 函数 解析 式 ， 将 会 得 心 应 手 。 


例题 讲解 
元 素 与 集合 的 关系 


集合 4={ py| y=X +2Xx+4}，B={y|y=QAx 一 2X+ 44}，A cP， 求 实数 4 的 取 值 集 


全 
口 。 


考察 所 有 可 能 的 这 样 抛物 线 也 = x + 一 入 ， 它 们 与 坐标 轴 各 有 三 个 不 同 的 交点 ， 对 于 每 
一 条 这 样 的 抛物 线 ， 过 其 与 坐标 轴 的 三 个 交点 作 圆 . 证明; 所 有 这 些 圆 周 经 过 一 定点 . 
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下 载 资 料 


3.， 抛物 线 = 十 Br+c 的 顶点 位 于 区 域 G= {tw 四 |0<x<1.0< yz 内 部 或 边界 上 ， 求 
PP、c 的 取 值 沁 赎 . 


4. 设 = 乙 时， 二 次 图 数 f(xX) 有 最 大 值 5， 二 次 函数 g(x) 的 最 小 值 为 一 2,， 上 日 pp 二 0，f (7) 


+2()=X +16t++13, 8(p)=25. 求 g( 力 的 解析 式 和 jp 值 . 


5， 已 知 0 二 x 志 1，/(X)=x a (4 > 0), A(X) 的 最 小 值 为 . 
(1) 用 4 表示 wx; (2) 求 mm 的 最 大 值 及 此 时 4 的 值 . 


6. 函数 f(x)= 一 3x ”一 3x +4m” + [一 WN ,1 一 WN], 该 函数 的 最 大 值 是 25, 求 该 函数 取 最 


大 值 时 日 变量 的 值 . 


7. 一 贱 丰 《>2) 层 楼 的 公寓 有 一 部 电 柳 ， 最 多 能 容纳 在 一 1 个 人 ， 现 有 在 一 1 个 学 生 同 时 在 第 一 
层 楼 乘 电 梯 ， 他 们 中 没有 两 人 是 住 同一 层 楼 的 . 电梯 只 能 停 一 次 . 停 在 任意 选择 的 一 层 . 而 对 每 
一 个 学 生 而 言 ， 目 己 往 下 走 一 层 感 到 一 分 不 满 蕊 ， 而 往 上 走 一 层 感 到 2 分 不 满意 ， 问 电梯 集 在 哪 
一 层 ， 可 使 不 满意 的 总 分 达到 最 小 ? 


8， 己 知 方程 (Qax+])? = (1 一 说 )， 其 中 >1， 证 明 ; 方程 的 正 根 比 1 小 ， 负 根 比 一 1 大. 
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9. 若 抛 物 线 y= x + it+ 2 与 连接 两 点 MY (0，1) ，NW (2，3) 的 线段 〈 包 括 4 、 兴 两 点 ) 
有 两 个 相 异 的 交点 ， 求 gz 的 取 值 范围 . 


、 2 
10. 说 石 壹 厂 关 入 过 格 过 2， 且 和 十 和 十 机 过 征 证明: (十 加 十 To 十) < 4 TyXt 


11。 定 义 在 R 上 的 奇 函 数 AD， 当 二 0 时 ，A(D -一 二 十 2x， 另 一 个 函数 y= of 寺 的 定义 域 
为 [4,6] 什 域 为 [一 其中 4 关 b,4、 姑 0. 在 te[ 4,6] 上 ，/(X)= gf 鸭 ， 问 :是 否 存在 实数 
人 


717, 使 集合 { (Dp) | 了 = 8(),Xe[4,D]} 站 {(% 有 |=Xx* + 克 愉 含有 两 个 元 素 ? 


版 权 所 有 @ 中 学 数学 信息 网 
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F 载 资料 _ 
课 后 练习 


1. 己 知 二 次 函数 的 图 象 过 (一 1, 一 6) ， (1， 一 2) 和 (2,3) 三 点 ， 求 二 次 函数 的 解析 式 。 


2. 二 次 函数 的 图 月 通过 点 〈2， 一 5) ， 且 它 的 顶点 坐 轴 为 〈1， 一 8) ， 求 它 的 解析 式 


3. 已 知 三 次 函数 的 图 象 过 (一 2,0) 和 和 (3,0) 两 点 ， 并 且 它 的 项 点 的 纵 坐 标 为 125/4， 求 它 的 解 
析 式 。 


4. 已 知 二 次 函数 经 过 3 点 A (1/2，3/4) 、B (一 1,3) 、C (2,3) ， 求 解析 式 。 


5. 当 了 为 何 什 时 ， 函 数 人 人世 =(Cr2+( 人 0 于 co)2 取 最 小 值 。 


6. 已 知 六 ,入 是 方程 好 - (大 2) 夺 (B+3A5)=0 (为 实数 ) 的 两 个 实数 根 , za2+z 的 最 大 值 是 :0 ) 


(A) 19; (B) 18; (C) 50/9 (D) 不 存在 


7. 已 知 f(W=*s-2x+2， 在 xE [5 对 1 上 的 最 小 值 为 8 (7D， 求 og (的 表达 式 。 


8. (1) 当 +2w=1 时 ， 求 2z+3 了 2 的 最 值 ; 


(2) 当 322+272=6z 时 ， 求 2+ 了 2 的 最 值 。 
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下 载 资料 


[解法 一 ]: 用 标准 式 
“RS (= 0 tl, 2) 209) 
可 设 =AWD=ar+Brtc， 且 有 4-btc= 一 6 ,atbtc= 一 2 @，44at+2b+c=3 @) 
解 之 得 : 于 1， 姑 2， 一 一 5 
所 求 二 次 图 数 为 三 ?+2x-5 
[解法 二 ]: 用 三 点 式 
败 象 过 三 上 二 人 一 6) 0 一 2) 。 {23) 
可 设 j=@(XD) (TB) to(TN (torr) rb)=(a tat ) 了 2 一 
[aCpton)t otn)t a nto)] rt(aDht oA 人 tH) 
计算 可 得 : 4= 一 6/( 一 1 一 1)( 一 1 一 2)= 一 1， 
= 一 2/ (1 十 1)(1 一 2)=]， 
=3/ (2 十 1)Q2 一 1=1 
/WD = 二 +24—5 
2 解 : … 它 的 顶点 坐标 已 知 
可 设 /D=eu 一 1 一 8 ， 又 函数 图 象 通过 点 (2， 一 5) ， 


.0(2 一 ]7 一 8= 一 9 ， 解 之 ， 得 4=3 


故 所 求 的 二 次 函数 为 : 三 3(x 一 1)2 一 8 
如 : 二 /人 =3 妇 2 一 06x 一 $ 


[评注 ]， 以 顶 反 坐标 人 设 顶 扣 式 aGx-hj+k， 只 剩 下 二 次 项 系数 a 为 符 定 利 数 ， 以 万 一 条 件 代 入 
得 到 关于 a 的 一 元 一 次 方程 求 a， 这 比 设 标准 式 要 来 得 简便 得 多 。 
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3. 解 : (一 2,0) 和 (3,0) 是 X 轴 上 的 两 点 ， 


.二 一 2， 二 3 可 设 JAD =4 (x+2) (x—3) 
=g (t+6)=al (x—1/2)2-25/4]=a (+1/2) 25/44a 


它 的 顶点 的 纵 坐 标 为 一 25/4a ，.…. 一 25/4a=125/4，4= 一 5 


故 所 求 的 三 次 函数 为 : / (WD)= 一 5 (x+2) (3)= 一 5x2+5x+30 


[ 想 一 想 ]: 本 例 能 否 用 顶 后 式 来 求 ? 


4. [分 析 ] 本 例 当 然 可 用 标准 式 、 三 点 式 求解 析 式 ， 但 解 方程 组 与 求 mw、 忆 、 计 算 较 索 。 仔 细 
观察 三 点 坐标 特点 或 画 个 草图 帮助 分 机， 注意 到 三 点 的 特殊 位 置 ， 则 可 引出 如 下 巧 解 。 


[解法 一 ]: 顶点 式 : 由 二 次 函数 的 对 称 性 可 知 ， 点 B、C 所 连 线段 的 中 垂 线 x=(-1+2) /2=1/2 
即 为 图 象 的 对 称 轴 ， 从 而 点 A (1/2，3/4) 必 是 二 次 函数 的 顶点 ， 故 可 设 顶 点 式 :f (x)=a(x- 
(1/2))?2+(3/4) 
把 B 或 C 的 坐标 代入 得 : f(-1)=a(-3/2)2+(3/4)=(9/4)a+(3/4)=3 


解 得 : a=l ，.….f(x)=(x-(1/2))2+3/4=x2-x+l 


[解法 二 ] 由 B、C 的 纵 坐 标 相等 可 知 B、C 两 点 是 函数 y=f (x) 与 直线 y=3 的 交点 ， 尔 即 B、C 
两 点 的 村 坐标 是 方程 f (xz=3 即 了 (xz) -3=0 的 两 个 根 故 可 人 设 零 点 式 为 : ff (x)-3=a(x+l) (x-2) 


把 A 点 坐标 代入 ， 有 ff (1/2)-3=a(1/2+1) (1/2-2)， 即 一 9/4= 一 9/4a,，a=l 
MM (x)= (xl) (R22) +93 1] 


5. 解 : “ff (x)=(x2-2alxtal2)+(x2-2asxtas2) +"*+ (Xx2—2arxtan?) =nx2—2 (al+ao…+an)X+(al2+ao2+…， 


tar 


当 x=((aitazt+…+an)/n) 时 ，f (x) 有 最 小 值 。 


[评注 ]: 1994 年 全 国 普通 高 车 命 制 了 如 下 一 个 填空 题 ， 在 测量 茶 物 理 量 的 过 程 中 ， 因 仪 左 和 
观察 的 误差 ， 使 得 n 次 测量 分 别 得 到 aa、az、…，an 共 Pn 个 数据 。 我 们 规定 的 所 测 物理 量 的 “最 
佳 近似 值 "a 是 这 样 一 个 量 : 与 其 它 近 似 值 比较 ,a 与 各 数据 差 的 平方 和 最 小 , 依 此 规定 ,从 an az … 
an 推出 a= 读者 从 5 的 解答 中 ， 能 侍 悟 到 解决 此 题 的 灵感 ? 


6. 解 : 由 韦 达 定理 得 : xli+xo?=k-2，X1Xo=k2+3k+5 


.XI1“ 十 Xo 二 (CX1 十 Xo) “一 2X1Xo 二 (2)2 2 (k2+3k+5) 
=-k2-10k-6=- (k+5) 2+19 
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下 载 资料 


如 有 果 由 此 得 kK 二 -5 时 ，〈x1?+x2) nax=19， 选 《A) ， 那 束 错 了 。 为 什么 ? 已 知 该 xu xz 是 方程 
的 两 个 “实数 ” 根 ， 即 方程 必须 有 实数 根 才 行 ， 而 此 时 方程 的 判别 式 A 宇 0， 即 


A = (k-2)2-4(k2+3k+5)=-3k2-16k-16 宕 0 © 
解 届 得 : -4 三 k 三 -4/3 
“k=5F|=4 =4/8]s 设 f(k)== (kt5)2419 则 ff (G4)=18, f (G473)=50/9<18 
ek (lS 


… 选 〈B) 


[评注 ]， 求 二 次 函数 最 值 时 ， 必 须 首先 考虑 函数 定义 域 。 和 否则， 审题 不 慎 ， 忽 略 “ 实 数 ”二 
字 ， 就 会 掉 进 题目 设置 的 “陷阱 ”中 去 了 。 


- 


了 解 : f (x)= (x-1)2+1 
(1) 当 t+1《<1 即 t<0 时 ，g (t)=f (t+1)=t2+1 
DTTletil; MO0StEl NN; & CVarf (Dal 


(VEL: g(t)r (t)=t22t12 


+lt<0 
有 (站 三 和 1, OsEsl 
2 
上 一 上 十 二 


8. 解 :(1) 由 x2+2y?=1 得 yY2=1/2(1-x2)， 代入 2x+3y2=2x+(3/2) (1-x2)=(-(3/2)) (x- (2/3))2+(13/86) 
又 1-x2=2y2 过 0，…x2 生 1， 一 1 受 x 委 1 
.… 当 x=2/3 时 ，y=(V10)/6，〈2x+3y2 ) na=16/3; 
当 x=-1 时，y=0， (2x+3y?) nin= 一 2 
(2 HI BX HY 0 (oy (0 2) MU hy (Dy) RR 2 (0) F072 
又 y 三 (3/2)x (2-x) 宇 0， 得 0x 志 2 


当 x=2，y=0 时 ， (x2+y?2) ,=4; 当 x=0，y=0 时 ， (x2+y?),，;,=0 
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1. 解 : 4、 分 别 表示 函数 y=x 二 2x+4 与 函数 y=ar -27r+42 的 值 域 . 由 
Xx 二 2Xx+4=(Xx+1) ”+3 宇 3 知 4-[3， 十 c) . 而 丸 受 参数 zx 的 影响 ， 要 进行 讨论 . 


4=0 时 ， 也 = 2x， 值 域 是 及 符合 条 件 4C B， 


, ， 1 
2 天 0 时 ，(D=Cx -27+42 是 二 次 函数 ， 如 果 4 二 0， 该 函数 的 值 域 为 攻 


a 
a>0 


六 2 一 一 和 3 
从 


Sl 
综 上 所 述 ，Z 的 可 取 值 集合 为 1{Z|0 科 4 三 1}。 


说 明 : 参数 4 的 取 值 决定 了 函数 7( =axz -27z+42Z 的 类 别 及 性 质 ， 因 而 对 该 函数 的 值 域 有 影 
啊 . 为 了 由 4 cB 求 出 4 的 允许 值 郊 围 ， 必 须 对 参数 4 分 情况 讨论 . 


2. 证 明 : 设 抛物 线 j= 久 二 Ax 一 2 与 + 轴 的 交点 为 (如 ，0) 、( XxX，0) . 由 事 达 定理 知 
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Tt 力 二 -BD ?<0 (因为 6=0, 则 =x +Qx 与 坐标 轴 只 有 两 个 不 同 的 交点 ) 故 点 (x ，0) 、 


( x, ，0) 在 坐标 原点 的 两 侧 ， 又 因为 | 冯 | 加 =2 | :1， 由 相交 弱 定 理 的 逆 定 理 知 ， 点 


(了 0) 、( 生 ，0) 、(0， 一 2 ”) ， (0，1) 在 同一 个 圆周 上 ， 即 过 抛物 线 与 坐标 轴 的 三 


交点 《如 ，0) 、( 生 ，0) 、(0， 一 2 ) 的 圆 一 定 过 定点 〈0，1) . 于 是 所 有 的 这 些 圆 周 均 经 
过 一 定 扣 (017 ， 
万 4c— p” 0<_2<1 
3.， 解 :抛物线 的 顶点 坐标 为 ( -和 ， ) ， 故 2 
3 4 4c 一 O 
0< 一 ”< 
4 
Ci 
p” 
| 一 和 cc<% 一 +] 
4 


上 式 即 为 2、c 的 取 值 范围 . 
4. 解 : 由 题 设 f(p)=5， 9g(p)=25, f/f(p)+ 9(p)=p* +16p+13, PD +162+13 =30， 
解 得 ”p=1 (p= 一 17 舍 去 ) . 由 于 /(X) 在 Xx=1 时 有 最 大 值 5， 故 设 
f(t)=a(x-1) +5,a<0 
所 以 g()=x 16xr+13 一 /()=(1 一 VO)Xx +2(4+8)x+8 一 4， 因 og( 力 的 最 小 值 为 一 


4(1— 2)(8—a)—4(a+3) 
4(1— 4) 


2， 故 = 一 2, 所 以 4 = -2. 从 而 gD=3x? +12x+10. 


5， 解 : (1) 把 /9 改写 成 /CD= (本 0 于 是 知 (是 顶点 为 〈 寺 2 | 


开口 向 上 的 抛物 线 ， 又 因为 + E [0.1], 故 当 0<< 全 <1， 即 0< 4<2 时 ， /CD 的 最 小 值 为 


2 


人 Ut 4 
| 
-2 (0<4<2) 
= > >, 即 4>2 时 ，/( 攻 有 最 小 值 /(D) =1-. 于 是 m=12 4 
2 a 
J (a > 2) 


(2) 当 4>2 时 ,1 的 值 小 于 0, 而 当 0< 4<2 时 -全 =- 了 (a1 + 二 ， 它 的 最 大 人 


《中 学 数学 信息 网 》 系 列 资料 WWW. ZXSX. COM 版 权 所 有 @ 中 学 数学 信息 网 


WWWw EXSX.CONm 欢迎 光临 


下 载 资 料 


为 = < 当 大 1 时 取得 )， 放 力 的 最 大 人 为 二， i 


说 明 ; 对 于 攻 些 在 给 定 区 间 a 虐 ， 往 往 需 要 把 项 点 和 区 间 端 点 结合 起 来 考虑 . 
6. 分 析 : 限定 在 区 间 [ 一 ,1 一 I J 


可 取 任 意 实数 时 ， 二 次 函数 一 3x ”一 3X 十 4 + 二 的 图 象 是 对 各 抽 为 工 = -开口 向 下 的 抛物 线 


_ 5 与 区 间 [一 必 ,1 一 忆 ] 的 位 置 关系 决定 了 已 知 函 数 的 单调 状况 ， 因 此 要 分 区 间 讨论 ， 


当 -了 [人 一作 ] 即 请 < 时 ,最 大 值 应 是 /人 = 4 +3. 由 4 十 3=25， 
| ] ] 3 
PN ee 5 的 条 件 可 见 mg[ 二 ,|. 
2 2 2 这 久 


当 - 二 >1 一 力 , 即 入 > a es + 了 E[ 一 用 ,1 一 妨 ] 是 增 函 
15 Sy J 23 pA 
数 ， 可 见 f=-)=m +9m- 地 =25， We 1 ne 


3 5 3 
一 的 条 件 ， 舍 去 . 可 见 1 一 mp =]1 一 一 = 一 一 . 
2 2 2 
当 - 去 一 1 ， 即 和 一 了 时 闻 妆 f(t)=—3x -3r+4m + 了 是 [- MU ,1 一 1 ] 是 减 图 数 ， 


9 本 a 13 7 1 
可 见 /(- 罗 =W +3W+ 了 =25, 解 之 得 = 二 或 = 一 六 ~ 人 


去 ,由 此 知 历 一 永 上 所 述 , 当 x= 一 或 = 二 时 函数 /(x) 有 最 大 值 25. 


说 明 ， 上 点 一 与 区 间 [ 一 功 ,1 一 加] 的 位 置 关系 引起 的 分 类 讨论 是 “ 形 ” 对 “ 数 ” 的 引导 作用 .本 


题 0 的 目 变 量 闻 的 值 , 没有 问 区 的 值 , 但 这 个 地 值 与 玫 值 有 直接 关系 ， 
所 以 要 先 求 m 再 求 x. 
7. 解 : 设 电梯 停 在 第 x+ 层 ， 则 不 满意 的 总 分 为 $= (1 十 2 十 … 十 二 一 2) 十 2 (1 十 2 十 … 十 在 一 堵 ) 


-3 一 (4f+5)x]+K 十 K+1, 所 以 当 x= NMC 一 时 | 信友 小 ， 其 中 M4) 表 未 最 接近 于 
4f+5 


4 的 整数 .例如 NW(3) =3, NW(3.6) = 4, NW(2.1) = 2, M2.5) = 2 或 3 , 故 当 电梯 停 在 W( 


) 时 ， 
不 满意 总 分 最 小 . 

8. 证 明 : 原 方程 整理 后 ， 得 24 x +2ar+1--4 =0, 令 17DD=2 芒 +2axz+1- 人 人， 则 
/(z) 是 开口 向 上 的 抛物 线 ， 且 0) =1- 2 <0， 故 此 二 次 函数 A(z)=0 有 一 个 正 根 ， 


根 . 要 证 明正 根 比 1 小， 只 须 证 (LD) >0， 要 证 明 负 根 比 一 1 大 ， 只 须 证 f/(-1) 二 0. 因为 
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AD=2e-+2Z+1-o =(a+l) >0 
f/f/(D)=2¢ -2a+1-¢a =(a-l) ”>0 


9. 解 : 易 知 过 两 点 (0，1) 、(2，3) 的 直线 方程 为 p=X++1， 而 抛物 线 y=x 十 At+ 2 与 线 


段 MV 有 两 个 交点 就 是 方程 x+* 十 Ar+2 = 二 +1 在 区 间 [0，2] 上 有 两 个 有 两 个 不 等 的 实 根 . 
a-l 
po 2 


上 
说 明 :; 利用 二 次 函数 来 研究 一 元 二 次 方程 的 根 的 分 布 是 非常 有 效 的 手段 . 


. 证 明 ; 令 4= 履 十 五 十 三;,6= 九 tb ; 则 原 不 等 式 为 (x 十 0) ”< 4x45, 即 
+2(4-2Dx =0， 令 /(W)=x +2(4 一 25)x + , 则 只 需 证 明 f(x) 志 0. 因 


去 


SR 


了 + 了 + 二 <1， 所 以 和 > ,从 而 A>0， /on 与 了 轴 有 两 个 不 同 的 交点 ， 易 知 这 两 个 交点 为 
U=20—4—2YLO(2— a0) 
y=20—a4+2\0(2— 2) 


， 下 证 x E[u,r]. QIN S34 .th s[， ] ， 只 需 证 


EAC A ,由 于 y=26-44+22UB-4)>25-4>4a， 


a )? = a _ a _4 
VO-VO-Z bp [sg , HH ffi, 
(e+) +) 
a a 3 3 
所 以 x E[U,v]， 从 而 必 有 f(x) 二 0. 


解法 二 : 只 需 证 明 /(x) 三 0, 而 ee 因此 只 需 证 NOs0 AD)<0 而 


1=28-a-2NAB-D = (NB Vb-0) =( 


f/(@)=4ada-D), 页 - Al44- 3 已 ， 由 有 7 可 证 得 /(4) < 0, /3) <0 
说 明 : 通过 构造 二 次 Wy 0 站 区 不 等 翅 间 往往 会 使 问题 简化 ， 


11. 分 析 : {( 石 力 | 了 = 并 十 MW} 是 以 py 轴 为 对 称 轴 由 = 的 图 象 平移 所 形成 的 抛物 线 系 .对 给 


定 的 攻 它 表示 一 条 抛物 线 , 条 件 (xt Dp) | y= 2g(?),Xxe[4,0| 门 {4 力 |p= 江 + 大 恰 含 有 两 个 元 


素 的 意思 是 函数 y=g()，XxE[4,5] 的 图 象 与 抛物 线 y= 七 + 7W 恰 有 两 个 交点 .首先 要 和 弄 清楚 
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下 载 资 料 


y=g()，x E[4,5]， 进 而 作出 它 的 图 象 . 
容易 求 出 奇 函 数 = /(z) 在 xt 过 0 时 的 解析 式 是 /= 妇 +2+. 即 


—x +2x (x>0) 


x +2x (x<0) 


/| 


a<b 
1 1 
一 所 一- 
a 


函数/=g() 的 定义 域 为 [4] 值 域 为 [一] 其 中 4Q 关 P,Q、2D 产 0， 这 表明 
a 
DO 


可 见 4、2 同 号 ,也 就 是 说 y= 8( 塌 ，XxE[4,2] 的 图 象 在 第 一 或 第 三 上 


象限 内 . 根据 /(X)= g(xX) (x E[4,2] 以 及 f(t) 的 图 象 可 知 ， 函 数 


8(Xx) 的 图 象 如 所 示 曲 线 的 一 部 分 . 

值 域 与 函数 的 单调 状况 有 关 ， 又 与 定义 域 有 关 . 如 果 只 考虑 0 去 
2<<0<<2 或 一 2<Z< 芝 < 二 0 两 种 情况 ， 不 能 准确 地 用 ,zx 、Z2 表 示 出 值 
域 区 间 的 端点 ， 因 此 要 把 区 间 (0，2) ， (一 2，0) 再 分 细 一 些 ， 由 岁 中 看 出 ， 当 zz 、Z>0 时 ， 
考虑 以 下 三 种 情况 较 好 . 0 二 4 三 5 二 1, 0<4<1<2, 14 <2<2. 


如 果 0<4<8<1, 那么 二 >1. 但 是 +e (0 1] 时 ， /杂志 1 这 与 g(x+) 的 值 域 区 间 
G4 


[一] 的 右 并 点 大 于 1 族 盾 .可见 不 出 现 0 和 zz 过 入 1 的 情形 . 
A 


1 
如 果 1 三 a 二 5 二 2， 由 图 看 出 g( 力 是 减 函数 ， 可 见 整理 得 
村 


2 | 
1 te -4 -=0， 考虑 到 1 过 二 <2 的 条 件 ， 解 之 得 +， 


(O-1D(O2 -0-D=0 
完全 类 似 地 ， 考 虑 到 一 1 三 4 二 80， 一 2 二 4 过 一 1 8 过 0， 一 2 二 2 过 2[ 声 一 1 三 种 情况 
_ 
后 ,可 以 在 一 2 二 8 二 4 三 一 1 的 情况 下 通过 值 域 条 件 得 出 CT ”2  ， 这 就 得 到 了 函数 
p=-l 
x +27 (<x< 5) 
8 (HN = 
x +2x CS rc) 


对 于 某 个 7 ， 抛 物 线 与 函数 8 ( 的 图 象 有 两 个 交点 时 ， 一 个 交点 在 第 一 象限 ， 一 个 交点 在 
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第 三 银 限 ， 因 此 ， 力 应 当 使 方程 六 + 力 = 一 记 +2x， 在 [1，5 | 


] 内 恰 有 一 个 实数 根 ， 并 且 


8 


使 方程 + + = Xx 二 2x， 在 [一 ,一 1] 内 愉 有 一 个 实数 根 . 问题 归结 为 求 x ， 使 


2x* —2x+m=0 NM 
! a 


~ (1) 得 ， 方 程 
1 内 恰 有 一 个 实 根 …(2) 


LA 


1 内 恰 有 一 根 ， 设 ND) =2x 一 2 了 ， 则 A 寺 Y) < p< 如) 即 


2xt—-2x = 


_2<m<0， 由 (2) 得 <_], 即 -1-V5<m<-2，.. 7 二 一 2， 易 证 ， 折 


ss 
2 


2 


物 线 儿 二 一 gn 


综 上 上 所 述 : 题目 条 件 下 的 实数 三 一 


ee 


说 明 : 解 题 过 程 可 分 为 “ 求 函数 = /A(X)”，“ 求 函数 = eg(X)”，“ 求 轨 ” 三 个 阶段 . 求 函 


数 沁 = 8( 困 的 关键 步骤 是 求 Z,2 的 值 . 运用 了 数 形 络 合 的 方法 和 分 类 讨论 的 运算 过 程 ， 最 终 把 求 
1 的 问题 化 归 到 求 一 次 方程 和 二 次 方程 的 一 定 范 围 内 有 解 的 问题 . 


可 以 看 出 ， 当 7 E( 一 2,0) 时 ,抛物 线 沁 = + 与 函数 = 8( 的 图 象 在 第 一 象限 内 有 一 个 


交点 , 当 轧 E |-1- WV5,-2] 时 ,在 第 三 象限 内 有 一 个 交点 . 
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$6 二 次 函数 (2) 


二 侈 方程 问题 其 实质 束 是 其 相应 二 次 函数 的 零 扣 (图 象 与 x 轴 的 交 扣 ) 问题 ， 因 此 ， 二 次 方程 
的 实 根 分 布 问 题 ， 即 三 次 方程 的 实 根 在 什么 区 间 内 的 问题 ， 信 助 于 三 次 函数 及 其 图 象 利用 形 数 结 
合 的 方法 来 研究 是 非常 有 益 的 。 


设 AX)=ar+t+Bbrtc(a 关 0) 的 二 实 根 为 石 ,和 ， < 去 四 ) ，A=P-4zc 且 a、B (aa 过 8) 是 预先 给 
定 的 两 个 实数 。 


1， 当 两 根 都 在 区 间 (qa，8 ) 内 ， 方 程 系数 所 满足 的 充 要 条 件 : 


“a 去 五 二 六 过 B ， 对 应 的 二 次 函数 了 (Go 的 图 稍 有 下 列 两 种 情形 (\ 疼 1) 
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当 4>>0 时 的 充 要 条 件 是 : A >>0, a <-b/2a<B, f(a)>0, f (8)>0 

当 4<0 时 的 充 要 条 件 是 : A >0，a <-b/2a<B, f(a)<0, f (8)<0 
两 种 情形 合并 后 的 充 要 条 件 是 : 

A>0, a<-b/2a<B, af(a)>0, af (B)>0 © 

2， 当 两 根 中 有 且 仅 有 一 根 在 区 间 (a ，8 ) 内 ， 方程 系数 所 满足 的 充 要 条 件 : 


“a 过 x 过 BB 或 a 过 xs 二 B， 对 应 的 函数 f(x) 的 图 象 有 下 列 四 种 情形 (图 2) 


er 
a 
a 


f (a).f (8B)<0 © 


3. 当 两 根 都 不 在 区 间 [a ，B 」 内 方程 系数 所 满足 的 充 要 条 件 : 


(1) 两 根 分 别 在 区 间 La ，B 」 之 外 的 两 劳 时 : 


“Xl 二 aa 过 8B 过 xz2， 对 应 的 函数 ftz) 的 图 月 有 下 列 两 种 情形 《图 3) : 


当 a>0 时 的 充 要 条 件 是 : f (a)<0，f (8B)<=0 
当 a>0 时 的 充 要 条 件 是 : f (a)>0，f (B ) >0 
两 种 情形 合并 后 的 充 要 条 件 是 : 


af (da)<0，af (8B)<=0 (8) 
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(2) 两 根 分 别 在 区 间 La ，B 」 之 外 的 同 劳 时 : 


“XI1 达 Xo 过 a 过 B 或 a 过 Bx<xs， 对 应 函数 f(x) 的 图 象 有 下 列 四 种 情形 (图 4) : 


当 1 达 加 达 a 时 的 充 要 条 件 是 : 

A>0, -b/2a<a, af (a)>0 (4) 
当 B <xi<xz 时 的 充 要 条 件 是 : 

A>0, -bp/24a>B, af (B)>0 ® 


二 次 图 数 与 二 次 不 等 式 


前 面 提 到 ， 一 元 二 次 不 等 式 的 解 集 相应 于 一 元 二 次 函数 的 正 值 、 负 值 区 间 。 解 不 等 式 与 证 明 
不 等 到 成 立 ， 经 癌 要 用 到 二 次 函数 的 极 值 性 质 、 单 调 性 、 图 象 与 x 轴 的 位 置 关 系 等 。 


例题 讲解 
1， 已 知 方程 2+2pxt1=0 有 一 个 根 大 于 1， 有 一 个 根 小 于 1， 则 P 的 取 值 为 


2. ”如果 方 程 〈1-752 ) 4+H276-1=0 的 两 个 根 一 个 小 于 去， 另 一 个 大 于 1， 试 确定 m 的 范围 。 
3.， 已 知 二 次 函数 Xi =CP+HPrtc(C 天 0) .各 方程 Xi 无 实 根 ， 求 证 : 方程 /x)]」=t+ 也 无 实 根 ， 


4. 对 二 次 图 数 At)= axrtBrtc(a 关 0)， 求 证 ， 必 存在 楼 土 M 关 0， 使 A 土 认 均 与 4 同 号 。 


3 行 CCD “0 py, Do， 四 bn 都 是 实 数 求证 : ( 01t+aA2Do+ ta po, ) 2 三 (2+422+ es 
ta2n) (P12t ht thn) 
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6. 设 二 次 函数 Ki)= Ce2+pPrtc(>0) ， 方 程 /Wx=0 的 两 个 根 t,te 满 足 0 达 H 三 wp 过 1/ 0。 


(1) 当 xE (0,; tw) 时 ， 证 明 x 过 A 三 hn 
(2) 议 图 数 Ax) 的 图 象 和 天 于 直线 大 加 对称， 证 明 : Xo 二 1/2。 


7. 当天 为 什么 实数 时 ， 关 于 亚 的 二 次 方程 72- (K+13)x+t 尼 -让 2=0 的 两 个 实 根 a 和 8B 分 别 满足 0 
<a<=<l1 和 1<=<8B=<=2? 


8， 函数 )= Crtl) (x+2) (x+3) (x+4)+5 在 [-3,3] 上 的 最 小 值 是 


课 后 练习 


1. /WD 是 定义 在 全 体 实数 上 的 俩 函数 ， 它 的 图 象 关于 地 2 为 轴 对 称 ， 已 知 当 zE (-2,2] 时 Xx) 
的 表达 式 为 -+1， 则 当 xE (-6, -2) 时, Aw) 的 表达 式 是 : (A) 2+t1,，(B) 一 (x2)2+1，(C) 一 (x+2)2+1， 
(D) =- (xz+4)2+1。 ( ) 


2. 已 知 好 -4r+F0 的 一 个 根 的 相反 数 为 好 十 4 广 广 0 的 根 ， 则 +B2x-4=0 的 正 根 为 。 
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3. 已 知 AX)=zt+ (Weat2)xtl92 日 -1)=-2， 义 f(D 宇 2x 对 一 切 xER 都 成 也 ， 求 zh? 


4. 设 9E€[0, Tz]， 关 于 Xx 的 方程 好 2 | x | cos 09+1=0 有 实 根 ， 则 4z2+13 | x | +23= 


5. 已 知 方程 ox¥+Bxrtc=0(g 关 0) 有 实 根 如 与 4% 设 大 本 2002 十 炉 2002 ， 往 2001 tr2001 ,y= 200+x22000 则 
apt pat cr= 


6. 否 二 次 函数 Az)=axrtBbrtc(a<=0) 满 足 Axt2)=A2-， 那 么 A0) ,A-2002),A2002) 的 大 小 关 
系 是 (A) A0) 雪人 2002) =<A-2002)，(B)A2002) 二 70) 过 A-2002)，(C) A-2002) =<A0) 二 A2002)， 
(D) A-2002) <A2002) <A0) 


7. 和 若 stz22xtcosrta=0 有 实 根 ， 试 确定 实数 za 的 取 值 范围 是 什么 ? 


8. 已 知 石 7 都 是 实数 ，C=z2+72- 切 tm 则 5 的 最 小 值 等 于 
9. 代数 式 2¢*21+2xy+2y2+2x+4p+5 的 最 小 值 为 : (A) 0 (B) 5 (C) 9/2 (D) 3 


10. 函数 AD =x-2z*+2 的 单调 增 区 间 是 : (A) [1L+ce)，(B) (-%, -1) U1l,+)，(C) [-1,0] 
U [1,+co)，(D) 以 上 都 不 对 


11. 在 二 次 图 数 Az) =aert+Bbr,， 有 /XD)=Aw) (ti) 则 Aritry) = 


12. 给 定 函 数 /(D) =tztart 设 Pg 是 满足 Prg-1 的 实数 ， 证 明 ， 若 对 于 任意 的 实数 nj 均 有 
PW +g /prtqn), 则 0<p<1 
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1. 解 : 记 了 f(x)=x2+2px+1， 则 f(x)r 的 图 象 开口 向 上 ， 当 了 f(x) 与 x 轴 的 两 交点 一 个 在 (1,0) 大 
方 ， 另 一 个 在 (1, 0) 右 方 时 ， 必 有 f() 二 0， 即 : 12+2P 十 1 二 0， 即 P 过 一 1 


所 以 P 的 取 值 为 (一 2， 一 1) 
令 f(x)=(1-mD) x?+2mx-1， 根 据 题 设 条 件 ，f (x) 的 图 形 是 下 列 两 种 情形 之 一 (图 5) : 


2， 解 : 


得 充 要 条 件 : (1-m ) f(0) 二 0, (1-m2)f(1) <0， 即 1-m>0, (1-m) (2m-m2) <0 


解 得 : -1<m<0 
3. 证 明 : 己 知 f(x)=ax2+bxt+c (a 关 0) 


方程 f(x)=x 即 f(x) -x=ax*+(b-1)x+c=0 无 实 根 ，f (x) -x 仍 是 二 次 冰 数 ，f (x) -x=0 仍 是 二 次 
方程 ， 它 无 实 根 即 A=(b-1)2-4ac<0 


行 a>0， 则 函数 y=f(Go-x 的 图 象 在 x 轴 上 方 ， 


..y>0， 即 f(xz)-x>0 恒 成 立 ， 即 : f(x) >x 对 任意 实数 x 恒 成 立 。 
| (Xs 
有 ff(x) fx 二 x 恒 成 并 


.“…f(f (x) )=x 无 实 根 


办 a 二 0， 了 函数 y=f (x) -x 的 图 象 在 x 轴 下 方 


y 二 0， 即 f(x)-x 达 0 恒 成 立 

.对 任意 实数 x，f (x) <=0 恒 成 立 

“对 实数 f(x)， 有 : f(f (x)) 二 f (x) 过 x 恒 成 江 
.“…f(f (x) )=x 无 实 根 

综 上 可 知 ， 当 了 f(x)=x 无 实 根 时 ， 方 程 f(f (x))=x 也 无 实 根 
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4. 分 析 : 这 是 一 道 证 明 题 。 从 图 象 上 看 ， 当 a>0 时 ， 抛 物 线 开口 向 上 ，f (x) >0 的 解 集 要 么 为 
全 体 实 数 集合 RC( 信 二 0); 要 么 为 (-o0, x0) U (xo, + ce)(A=0,f(xo)=0)， 要 人 么 为 (-co, Xx1) U (x2,+ 
co) (A >0,f(xi)=f(x)=0)， 故 总 可 以 找到 士 M 和 0， 士 MER， 或 十 ME (-co,xo) U (xu +ce)， 或 
十 ME (〈-co, xi) U (xz, +c)， 使 了 ( 士 N) >0， 因 此 af( 士 DO >0， 对 于 a<0 的 情形 ， 也 是 如 此 ， 
只 不 过 工 ( 士 D 过 0， 从 代数 的 角度 看 问题 ，af (x) 之 0 即 azx2+abxtac>0 G 它 有 解 且 解 集合 中 包 
合 着 x=M 与 x=-M (M 关 0) 一 对 相反 数 ， 因 此 ， 需 考虑 所 对 应 的 二 次 方程 的 判别 式 。 


证 明 : …f(x)= ax2+bx+c(a 天 0) 
.af (x)= a2x2+abx+ac=1/4 [4a2x2+4abx+4ac | =1/4(2ax+b)?2-1/4(b2-4ac) 
.af (x) >0 即 :1/4(2ax+b)2-1/4(b2-4ac) >0 
办 旭 (2ax+b)*-(b*4ac) >0 
(1) 当 A=b2-4ac 二 0 时 ，af (x) >0 的 解 集 为 (-co, +co) 
(2) 当 A=b2-4ac=0 时 ，af (x) >0 的 解 集 为 ce, -b/2a) U (-b/2a,+%) 


(3) 当 和 A=b2-4ac>0 时 ,方程 af(xz=0 有 两 个 不 等 的 实数 根 xb xz (x1 三 x2) ,相应 的 不 等 式 af (x) 
>0 的 解 集合 为 : 〈-co, xi) U (xso, +00) 


因为 三 种 情况 下 的 解 集 合 均 为 无 穷 区 间 ， 故 均 存在 -M 与 ML 同属 于 解 集合 ， 使 af ( 土 D >0， 从 
而 a 与 f( 土 WD 同 号 。 


5. 证 明 : 构造 二 次 函数 


f(x)=(a1x-b1) ?2+ (a2x—b2) 2+***+ (anXx—bn) 2= (al2+a22+***+a2n) x2—2 (aib1t+azb2+*…: 


tanbs) x+ (bi2+b22teee+b,) 


当 al12+a22+…+8a4 天 0 a dl, d2, ““*, dn 不 全 为 零 时 ， 显然 有 对 XE f (x) 之 0， 故 f(x) 一 0 的 判 
别 式 : A=4 (alblitazbz+…+anbn) 2-4(al2+a22+…+a20) 。(〈bl2+b22+…+b2u) SO 


Bl bb 


| Al=a2="**=an=0 时 ， 结论 显然 成 并 ， 故 命 题 成 立 。 


Fl 4 四 2 3 

| a | be ee 
[评注 ] 本 例 中 的 不 等 式 即 是 著名 的 柯 西 不 等 式 , 有 时 它 也 写作 “™ ee | ， 
等 号 当 且 仅 当 aybi=az/bz=…=anxbn 时 成 立 。 


6. [分 析 ] 该 题 是 一 九 九 七 年 全 国 普通 高 考 理 工 类 数学 第 24 题 ， 它 综合 考查 二 次 函数 、 二 次 方 
程 和 不 等 式 的 基础 知识 ， 以 及 灵活 运用 数学 知识 和 方法 分 机 、 解 决 问题 的 能 力 ， 当 年 没有 几 个 考 
生 能 完整 解答 此 题 。 可 以 从 代数 与 几何 两 个 角度 展开 思 
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从 代数 角度 看 ,，f (x) 是 二 次 函数 ， 从 而 方程 f(x) -x=0 即 ax2+(b-1)x+c=0 (a 二 0) 是 二 次 方程 ， 
由 于 xb x? 是 它 的 两 个 根 ， 且 方程 中 六 的 系数 是 a， 因 此 有 表达 式 : f(x) -x=a(x-xli) (x-x2) 进 而， 
利用 二 次 函数 的 性 质 和 题 设 条 件 ， 可 得 第 〈1) 问 的 证 明 。 


从 几何 角度 看 ， 抛 物 线 y=f Co -x 开口 同上 ， 因 此 在 区 间 Lxi, xz] 的 外 部 ，f(xz)-x>>0， (1) 
的 左 端 得 证 。 其 次 ， 抛 物 线 y=f (x) 的 开口 也 向 上 上， 又 xi=f(x ， 于 是 为 了 证 得 〈1) 的 右 端 ， 相 
当 于 要 求证 明 函 数 f(x) 在 区 间 上 0, xij] 的 最 大 值 是 f(x1), 这 相当 于 证 明 f(0) 三 f(x1), 也 即 Cx 
利用 韦 达 定 理 和 题 设 ， 立 即 可 得 。 


人 至于 《本 ) 的 证 明 ， 应 用 配方 法 可 得 xo=-b/2a， 进 而 利用 韦 达 定 理 与 题 设 ， 即 得 证 明 。 
证 明 : QD 欲 证 : x<f(x) 过 x 
只 须 证 : 0 二 f (x) -x 二 x1-x Q) 
因为 方程 f(x) -x=0 的 两 根 为 xb x2, f(x)=ax2tbxtc (a 之 0)，..f (x)-x=a (x-x1) (xX-xX») 
QD 式 即 : 0<a(x-x1) (x-x2) < xi-x 网 


“a>0, xE (0, xi1), x1~x>0, ..a(xi-x) 二 (0 


GO) 式 两 边 同 除 以 a(xj-x) 六 0， 得 : 0 二 xo-x 三 1/a， 即 : x 三 xs 三 1/atx 

这 由 已 知 条 件 : 0 二 x 二 xi 二 x2 三 1/a， 即 得 : x 过 x2 达 (1/a) 三 1/atx,， 
故 命 题 得 证 。 

(2) 欲 证 Xo< xi/2， 因 为 xo=-b/2a， 故 只 须 证 : xo-x1/2=-b/2a-x1/2<0 3 


由 韦 达 定理 ，xi+xo= (-b-1l) /a，(xit+xz)V/2=-(b-l /2a， 代 入 G 式 ， 有 (人 (b/2a))-(xyV2)=(xo/2) 一 
(1/(2a))<0 , 即 : xs=1/a 


由 己 知 : 0 过 x 三 xz 二 1/a， 命 题 得 证 。 
[评注 ] 证 (41) 用 到 了 二 次 函数 的 零点 式 f(x) 一 x=a (XxX-X1) (XX2) 


证 (2) 用 到 了 xo=-(b/ (2a)),((xitx2) /2)=-((b-1)/2a)， 痢 是 二 次 函数 二 次 方程 的 
基础 知识 。 


7. 上 [分析] 它 是 一 个 一 元 二 次 方程 的 问题 ， 利 用 求 根 公式 解 出 a 、B ， 再 解 不 等 式 0< a <1 和 1 
二 8B <2 顺 理 成 蔓 ， 但 计算 变形 较 楷 难 。 如 果 把 此 题 的 方程 的 正 冰 看 作 是 一 个 二 次 函数 的 话 ， 疆 
合 函 数 的 图 象 和 性 质 来 解 此 题 ， 那 就 位 便 得 多 了 。 


解 : 设 y=f (x)=7x2-(k+13)x+tk2-k-2， 则 因为 a=7 二 0， 且 方程 f(x)=0 有 两 实 根 a，B， 所 以 
它 的 图 象 是 开口 同上 且 与 X 轴 相交 于 两 点 (a ,0) 、(B ,0) 的 抛物 线 。 由 于 0=a=<1, 1< 8 <2, 
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可 知 在 x<a 或 xz>>B 时 ，f(Go) 取 正 值 ; 在 a =x 二 8B 时, f(x) 取 人 负 值 。 于 是 ， 当 x 分 列 取 0,1，2 
时 ， 有 : f(0) =k2-k-2>0，f(1)=k2-2k-8<0，f(2)=k2-3k>0 解 这 三 个 不 等 式 组 成 的 不 等 式 组 ， 
可 得 -2 二 k 二 -1 和 3 二 k 三 4。 


显然 ， 上 述 三 个 一 元 二 次 不 等 式 解 起 来 要 容易 得 多 。 


8. [分 析 」 这 古 1996 年 北京 高 中 一 年 级 数学 竞 强 的 复试 题 ， 是 一 个 四 次 函数 的 最 值 问题 。 表 和 面 
上 看 起 来 很 难 。 但 信 助 于 配方 法 、 换 元 法 及 二 次 函数 极 (最 ) 值 性 质 ， 可 得 结 


解 : “y=(x+1) (x+2) (x+3) (x+4)+5 
=[ (x+1) (x+4) ] [ (x+2) (x+3) ] +5 
= (x+0x+4) (x*+Dxt+6)+5 
= (x+5x+5-1) (x2+5x+5+1)+5 


= (X2+5X+5) 2+4 
设 和 xz2+5x+5， 则 y=Z2+4， 对 2Z=x2+5x+5= (x+5/2) -5/4，xE[-3,3]， 易 知 刀 in=-5/4，2Zax=29 
..y=Z2+4，zE[-5/4, 29j] 抛 物 线 开口 同上 ， 对 称 轴 2=0€[-5/4,29]，..ynin=4 


故 y=(x+1) (x+2) (x+3) (x+4)+5 在 [-3,3」 上 的 最 小 值 是 4。 
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$ 7 指 、 对 数 函 数 , 宕 函数 


站 数 、 对 数 以 及 指数 函数 与 对 数 函 数 ， 是 局 中 代数 非 第 重要 的 内 容 。 无 论 在 局 考 及 数学 苑 客 
中 ， 都 具有 重要 地 位 。 熟 练 笠 握 指数 对 数 概 念 及 其 运算 性 质 ， 风 练 学 握 指 数 函 数 与 对 效 函 数 这 一 
对 反 国 数 的 性 质 、 图 象 及 其 相互 关系 ， 对 学 习 好 高 中 国 数 知识 ， 意 义 重 大 。 


一 、 指数 概念 与 对 数 概念 : 


指数 的 概念 十 由 乘 方 概念 推广 而 来 的 。 相 同 因数 相 琵 zw.……ea(2 个 )=a 导出 买方 ， 这 里 的 及 
为 正 整数 。 从 初中 开始 ， 首 先 将 2” 推广 为 全 体 整数 ;然后 把 乘 方 、 开 方 统一 起 来 ， 推 广 为 有 理 指 
数 ， 最 后 ， 在 实数 范围 内 建立 起 指数 概念 。 


欧 拉 指出 : “对 数 源 出 于 指数 ”。 一 般 地 ， 如 果 a(w>0,az1) 的 2 次 守 等 于 N， 就 是 zw=N， 那 么 
数 加 叫做 以 z 为 底 N 的 对 数 ， 记 作 : me N=2 


其 中 a 叫做 对 数 的 确 数 ，N 叫做 真 数 。 


46=N 与 大 logaN 是 一 对 等 价 的 式 子 ， 这 里 a 是 给 定 的 不 等 于 1 的 正和 常数 。 当 给 出 b 求 N 时 ， 
是 指数 运算 ， 当 给 出 N 求 bb 时， 是 对 数 运 算 。 指 数 运算 与 对 数 运算 互 揽 的 运算 。 


二 、 指 数 运算 与 对 数 运 算 的 性 质 


1. 指数 运算 性 质 主要 有 3 条 : 
a*:ay=a*!y,(a*)’=a’y ,(ab)*=a*:b* (a>0,azl,b>0,bz1) 
2. 对 数 运算 法 则 (性 质 ) 也 有 3 条 : 
(1) /og9a(MN)=loga M+logaN 
(2) logaM/N=logaM-logaN 


(3) logaM"™—=nlogaM(n ER) 
(a>0,az1,M>0,N>0) 


3. 指数 运算 与 对 数 运 算 的 关系 : 


X=al%gax. Imlogan 一 nlogam 


4， 负 数 和 堆 没 有 对 数 ; 1 的 对 数 是 零 ， 即 /ogy1=0; 发 的 对 数 是 1， 即 109sa=1 
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5. 对 数 换 抵 公式 及 其 推论 : 
换 捅 公式 : logaN=logbN/logba 


推论 1: loganN=(n/m)logaN 


log =—log, N= 一 log Ny 
总 


| 
2 
推论 2: 下 


三 、 指 数 函 数 与 对 数 函 数 


图 数 =e(a>0, 且 41) 岂 做 指数 函数 。 它 的 基本 情况 尽 : 


(1) 定义 域 为 全 体 实 数 〈-co，+oo) 

(2) 值 域 为 正 实 数 (0，+oo) ， 从 而 函数 没有 最 大 值 与 最 小 值 ， 有 下 界 ，y>0 

(3) 对 应 天 系 为 一 一 映射 ， 从 而 存在 反 函数 -- 对 数 函 数 。 

(4) 单调 性 是 : 当 o>1 时 为 增 函 数 ， 当 0<a<1 时 ， 为 减 函 数 。 

(5) 无 奇偶 性 ， 是 非 奇 非 偶 函数 ， 但 j=0' 与 =a 的 图 象 关于 yy 轴 对 称 ，j=w' 与 y= -wr' 的 图 
象 天 于 xX 轴 对 称 ; 大 与 天 ea 的 图 象 关 于 直线 y=x+ 对 称 。 

(6) 有 两 个 特殊 点 : 零点 〈0，1) ， 不 变 点 〈1，2) 

(7) 抽象 性 质 : ADD=@(o>0,az1)， 

A ADIO ATI A MD) 


图 效 y=logax(a>0, 且 al) 叫做 对 数 函 数 ， 它 的 基本 情况 是 : 


(1) 定义 域 为 正 实数 (0，+o%) 
(2) 值 瑾 为 全 体 实 数 〈-oo，+oo) 
(3) 对 应 关系 为 一 一 映射 ， 因 而 有 反 困 数 一 一 指数 函数 。 
(4) 单调 性 是 : 当 a>1 时 是 增 函 数 ， 当 0<a<1 时 是 减 函 数 。 
(5) 无 奇偶 性 。 但 ys 与 J 天 sr 天 于 X 轴 对 称 ，y=logax 与 y=loga(-x) 图 象 天 于 y 轴 
对 称 ，y=logax 与 y=a* 网 象 天 于 二 线 y=x 对 称 。 
(6) 有 特殊 点 (1，0) ,(a，1) 
(7) 抽象 运算 性 质 f(x)=logax(a>0,az1)， 
f(x:y)=f(x)+{(y), 
f(x/y)={(x)-f(y) 


例题 讲解 


1. 若 f(x)=(a/(axt+ya))， 求 f(1/1001)+f(2/1001)4f(311001)+...+f(1000/1001) 
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2.$log25 等 于 : ( ) 


(A) 1/2 (B) (1/5)10'%” (C) 10'%® (DD) 10g> 


3， 计 算 lngafy3+ 5 -3 一 5) 


4. 试 比 较 (122%2+1)/(122%3+1) 与 (12203+1)/(122%4+1) 的 大 小 。 


5 xt +4 


(A) -5 (B) -3 (C) 3 (D) 随 ab 的 取 值 而 定 


6. 已 知 函 数 y=((10*-103)/2)(X ER) 


(1) 求 反 函数 y=f (x) 
(2) 判断 函数 y=f1(x) 是 奇 函数 还 是 贫 疯 数 


7. 已 知 函 数 f(x)=loga((1+x)/(1-x))(a0,a#1) 


(1) 求 fx) 的 定义 域 

(2) 判断 f(x) 的 奇偶 性 并 给 以 证 明 ; 

(3) 当 a>1 时 ， 求 使 foO>0 的 x 取 值 泥 围 ; 
(4) 求 它 的 反 函 数 fi(x) 
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8. 223 的 十 进 制 表示 是 个 P 了 位 数 ，5203 的 十 进位 表示 是 个 q 位 数 ， 则 p+q= 


9. 已 知 x2-2x+loga(a?-a)=0 有 一 正 根 和 一 负 根 ， 求 实数 a 的 范围 。 


10. 设 y=log(L/2)[a2zx+2(ab)<b2zx+rl]a>0.b>0)， 求 使 y 为 负 值 的 x 的 取 值 范围 


课 后 练习 


1. 设 a,b,c 痢 是 正 数 ， 日 3 呈 4t=6c， 那 么 〈 ) 
(CA) (eC1/a)+(1/b), (BJC/o=(2/aHUb (OA/e)=2/a) 2/b), (DC2/o=(UajH27b) 


2.F(x)=(1+((2/(2*-1)))-f(x)(x#0) 是 偶 函 数 ， 且 f(x) 不 恒 等 于 零 ， 则 f(x)() 
(A) 是 奇 函 数 (B) 是 侦 函 数 
(C) 可 能 是 奇 函 数 也 可 能 是 偶 函 数 (D) 不 是 奇 函 数 也 不 是 侦 函 数 


3. 奉 f(x)=3+5， 则 f(x) 的 定义 域 是 ( ) 
(A) (0,+%) (B) ($5,+%) (C) (8,+%) (D) (-oo,+oo) 


4， 求 值 :Gle*0x Sle3 


5. 已 知 m,n 为 正 整 数 , a0,az1, 且 logam+loga(1+(1/m))+loga(1+(1/(m+1))+...+loga(l1+(1/(mtn- 
1)))=lgamt+logan。 求 mn 


6. 久 X=((1/(log(1/2)(1/3D)+(1/(og(1/5)(1/3)) 的 值 属于 区 间 ( ) 
AY TD sD (BY (TD 2) CO) T3327 D> (2 3) 


7. 计算 : (1) lg20+log10025 (2)le5:le20+(lg2)? 


8.， 右 集合 {x，xy，le(xy)}={0， | x | ,y}， 则 log8(x*+y)=_ 
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下 载 资料 


9. 车 xE(1,10)， 则 lg 六 ,legx2,lglgx 的 大 小 顺序 是 : 
(A) le’x=lgx’ =<lglex (B)le2*<=1lglex <1lgx’ 
(C) lex*=le*x=lglex (D)lglgx <le*x=lgx? 


10. 计算， 局 + + 二 =- 贡 


11. 集合 fx | -1<log(1/x)10 二 -(1/2),x EN} 的 真子 集 的 个 数 是 。 


12. 求 函数 y=(1/4)*233 的 单调 区 间 。 


13. 己 知 指数 函数 ftoO)=ax(a>0, 且 iD)， 求 满足 f(3x?2-4x-5)>f(2x?-3x+1) 的 x 的 取 值 。 


14， 解 方程 8!1%86C2-7x+15)=5log68 


15. 设 有 关于 x 的 不 等 式 lg (|x+3|+|x-7|)>a 


(1) 当 a=1 时 ， 解 这 个 不 等 式 ; 
(2) 当 a 为 何 值 时 ， 这 个 不 等 式 的 解 集 为 R? 
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1. (B) ; 2. (A) ; 3. (B) ; 4.216; 5.m=2, n=2; 

6. (D) ; 7. (1) 2, (2) 1; 8.1/3; 9. (D); 
10.1/2;，11.2”-1; 12. 单 调 增 区 间 〈-oo，1]， 单 调 减 区 间 [1，-+oo) 
13. 当 a>1l 时 ，x<-2 或 x>>3， 当 0<a<<l 时 ，-2<x<3; 
14.x1=2,x2=5:; 

15.()x<-3 或 xx>7， (2) a<<] 


例题 答案 : 


分 析 : 和 式 中 共有 1000 项 ， 显 然 逐 项 相 加 是 不 可 取 的 。 需 找 出 f(x) 的 结构 特征 ， 发 现 规 
律 ， 注 意 到 1/1001+1000/1001=2/1001+999/1001=3/1001+998/1001=...=1， 


而 f(x)+f(1 -x)=(aY/(ax+ Na))+(al*/(ar- 
“Ha))=(a/(ast Na))+(a/(ata™ Na))=(a/(a+Na)) (Na)/(atNa))=((a+Na)/(a+Na))=1 规律 找到 了 ， 这 启 
示 我 们 将 和 式 配对 结合 后 再 相 加 ; 


=[fKL/1001D)+HfK1000/100D]+[fC2/1001D)+f999/100D]+...+[fKSOO/1001D+HfKS01100D]=(L+1+...+1)5000 
个 一 
站 =500 


说 明 : 观察 比较 ， 发 现 规律 fx)+f(1-x)=1 是 本 例 突破 口 。 
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(1) 取 a=4 残 是 1986 年 的 高 中 数学 联赛 填空 题 : 设 f(x)=(4*3/(4*+2))， 那 么 和 式 
f(1/1001)+f(2/1001)+f(3/1001)+...+f(1000/1001) 的 值 = 

(2) 上 题 中 取 a=9， 则 f(x)=(9Y(9x:+3))， 和 式 值 不 变 也 可 改变 和 式 为 求 
f(1/n)+f(2/n)+f(3/n)+...+f((n-1)/n). 

(3) 设 f(x)=(1/(2x+N2))， 利 用 课本 中 推导 等 差 数 列 前 n 项 和 的 方法 ， 可 求 得 人 -5)+ft- 
4)+...+f(O)+...+f(S)+K6) 的 值 为 。 这 就 是 2003 年 春季 上 海 高 考 数学 第 12 题 。 


2 . 解 A S10g25=( 10 /2)!%25=( ] 0log25 ) /(2log23)=(] /5) x ] 01log25 
… 选 (B) 


说 明 : 这 里 用 到 了 对 数 恒等式 : al%eaN=N(a 二 0,az1,N 二 0) 


这 是 北京 市 1997 年 口中 一 年 级 数学 苋 结 试 古 。 


3. 解法 1: 移 运 用 复合 二 次 根 式 化 简 的 配方 法 对 真 数 作 变形 。 


ES SE El El 
二 


| 4 
0 万 万 a 


le NE V3=5 


解法 2: 利用 算术 根基 本 性 质 对 真 数 作 变 形 ， 有 


下 二 


2 


说 明 : 乘法 公式 的 恰当 运用 化 难为 易 ， 化 繁 为 位 。 


4. 解 : 对 于 两 个 正 数 的 大 小 ， 作 商 与 1 比较 是 第 用 的 方法 ， 记 122"02=a>0， 则 有 


((122%2+1)/(1220%3+1))((122003+1)/(122%4+1))((a/12)H+1)/(at1)-((12at1)/(at1)=((at12)(12a+1)Y(12(a 
+1))=((12a2+145at+12)/(12a2+24a+12))>1 


故 得 : ((122002+1)/(12203+1)) 之 ((122003+1)/(122004+1)) 
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5 解 : 设 lglog310=t， 则 lglg3=lg(1/log310)=-lglog310=-t 
而 Kb+fCt=- 


(asint +b +tasin +b t+ 
asint+b i++iasint-b + 中 = 
.f(t)=8 -f(t)=8-5=3 
说 明 : 由 对 数 换 反 公式 可 推出 logab:logba=(lgb/lga):(lga/leb)=1， 即 logab=(1/logba)， 


lelog310 与 lgle3 是 一 对 相反 数 。 设 天 到 六 5 十 出 4 的 部 分 SX 二 a 则 


2(X) 为 闸 函 数 ，g(tjtg( 了 =0。 这 种 整体 处 理 的 思想 巧 用 了 奇 函 数 性 质 使 问题 得 解 ， 关 键 在 于 细 公 
观察 函数 式 结构 特征 及 对 数 的 恒 等 变 形 。 


分 析 : (1) 求 半 (10-109/2 的 反 函 数 首 先 用 y 把 x 表示 出 来 ， 然 后 再 对 调 xy 即 得 到 y=f1(x); 
(2) 判断 亢 数 y=f1'(x) 的 奇偶 性 要 依据 奇 函数 或 偶 函 数 的 定义 ， 看 当 XER 时 是 侍 有 
f(-x)=-f(x) 或 (f(-x)+f(x)=0) 
或 f(-x)=f(x) 
恒 成 立 。 
解 : (1) 由 y=((10*-103/2)(X ER) 可 得 2y=10x-10*， 设 10x*=t， 上 式 化 为 : 2y=ttl 两 边 乘 t 


pp 区 下 es 十 E 
得 2yt=t -1 整理 得 : t-2yt-1=0， 解 导 : ek 路 十 ] 


也 
由 于 世 10>0， 故 将 # 了 +1 0 舍 去 ， 得 到 ; = + 革 将 t=10* 代 入 上 式 ， 即 得 : 


x=1lgy+.ly +l 


所 以 函数 y-((10%-10*)/2) 的 反 丽 数 是 ”四 加 和 5 辐 
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下 载 资 料 


dr | 2 1 
or CA Ha He 


i tr =lex+, | 站 二流 十 小 光 +11 


=le[tx+|x +I-x+,)x +1)]=leltx +D-x J=lel=D 


“.f-1(-x)=-f(x) 


所 以 ， 函 数 ?= 夺 + 小 ” 世 是 厅 函 数 。 


说 明 : 也 从 本 题 求解 及 判断 过 程 可 以 得 到 更 一 般 的 结论 : 函数 y=((a~a”/2)(X ER,a 二 0,az1) 


的 反 函 数 是 ?2 .+ 说 +， 它们 都 是 奇 函 数 。 当 a=2,3,10 或 e 时 就 构造 了 新 的 特殊 的 题目 。 
进一步 还 可 以 研究 它们 的 单调 性 ， 如 1992 年 高 考 数学 试题 : 函数 y=((e*-e*)/2) 的 反 函 数 


(A) 是 奇 函 数 ， 筷 在 (0,+oo) 上 是 减 函 数 ; 
(B) 是 倡 函 数 ， 筷 在 (0,+oo) 上 是 减 函数 ; 
(C) 是 奇 水 数 ， 它 在 (0,+%) 上 是 增 函 数 ; 
(D) 是 俩 函数 ， 它 在 (0,+w%) 上 是 增 函 数 。 


@ 困 数 y=((a*-a”3/2) 是 由 y=f(x)=2* 构造 而 得 ， 全 日 制 普通 高 级 中 学 教科 书 (试验 修订 本 。 必 
修 ) 《数学 》 第 一 册 〈 上 ) (人 民 教 育 出 版 社 中 学 数学 宇 编著 ) P107 复习 参考 题 二 B 组 第 6 题 : 
设 y=f(x) 是 定义 在 R 上 的 任 一 函数 ， 


求证 : ， (1) F1(x)=f(x)+f(-x) 是 偶 函 数 ; 
(2) F2(x)=f(x)-f(-x) 是 奇 函 数 。 


而 f(x)=F1CX)+F2(x)， 它 说 明 ， 定 义 在 R 上 的 任 一 函数 都 可 以 表示 成 一 个 奇 函 数 (F2(x)) 与 一 
个 偶 函 数 (F1(x)) 的 代数 和 。 从 这 个 命题 出 发 ， 由 f(x)=a* 就 可 以 构造 出 诸多 奇 函 数 ， 比 如 ，y=((a*-a 
/2); y=((a*~a3/(axta*) 厂 ((a2*~_1Y(a>*+1)) 等 等 用 日 然 对 数 的 奔 es2.71828...《〈 无 理 数 ) 作 奔 ， 作 也 
数 sh(x)=((e*-e*)/2),ch(x)=((&+e”3/2),th(x 三 ((&-e3/(ex+e 沪 它们 分 别 叫 做 双 曲 正弦 函数 , 双 曲 余弦 水 
数 ， 双 曲 正 切 函 数 ， 它 们 具有 如 下 性 质 : 


(1)ch’(x)-sh*(x)=1; 
(2)sh(x+y)=sh(x):ch(y)+ch(x):sh(y); 
(3)ch(x+y)=ch(x).ch(y)+sh(x)'sh(y); 
(Pth(xty)((th(x)+th(y))N/(1+th(x)th(y)); 
(5)ch(-x)=ch(x); 
(6)sh(-x)=-sh(x); 
(7)th(-x)=-th(x). 

令 x=y， 则 有 
(8)sh(2x)=2sh(x):ch(x); 
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(9)chQx)=ch’(x)+sh’(x) 
其 中 (DB) 合 起 来 ， 束 是 课本 P107 的 第 8 题 。 


7 解 : (1) 由 对 数 的 定义 域 知 ((1+x)/(1-x))>0 
解 这 个 分 式 不 定式 ， 得 : (x+1)(x-1)=0,-1<x<=1 
故 函 数 f(x) 的 定义 域 为 (-1，1) 


(2) f(-x)=loga((1-x)/(1+x))=log((1+x)/(1-x))!=-loga((1+x)/(1-x))=-f(x) 
由 奇 冰 数 的 定义 知 ， 困 数 f(x) 是 奇 疯 数 。 


(3) 由 loga((1+x) 人 1-x) 六 0 去 三 之 loga((1+X)/(1-X)) 盖 logal ， 


因为 a>1， 所 以 由 对 数 函 数 的 单调 性 知 ((L+x/L-x)>1， 考 虑 由 (1) 知 x<<11x>0， 去 分 
母 ， 得 : 1+x>1-xXx>>0 故 : 0 二 x 三 1 


所 以 对 于 a> 1， 当 xE(0,UD) 时 函数 f(x) 二 0 


(4) 由 y=loga((1+x)/(1-x)) 得 : ((+x)-)Ta7 应 用 会 比分 比 定理 得 : ((1+x)+(1-x)X(CL+X)-(1- 
x)F((a+1)/(ay-1))E :2/2x)=((ay+1)/(ay-1)) 


“XxX 二 ((ay-1)/(ay+1)) 人 交换 x,y 得 : 
y=((a*-1Y(ax+1))， 它 就 是 疯 数 f(x)=loga((1+x)/(1-x)) 的 有 反 函 数 人 (x) 妈 fi(x=((a*-1)Y(ax+1)) 


说 明 : (1) 函数 y=loga((1+x)/(1-x)) 与 y=((ax-1Y(a*+1)) 是 一 对 反 函 数 。 取 a=e， 函 数 y=((ex- 
1)/(e*+1)) 的 反 孔 数 的 定义 域 是 ””_。 这 就 是 89 年 的 高 考题 目 。 


(2) 己 知 f(x)=lg((1-x)Y(1+x)),a,b E(-1,1) 求 证 : f(a}tf(b)=f((at+b)/(1+ab)) (P89 习题 2.8 第 4 题 ) 
可 以 看 作 该 类 函数 的 性 质 。 


(3) y=ax 与 y=logax; y=((a*a*)/2)5 7 St ++, y=((ax1)(a+1))5S y=loga((1+x)/(1-x)) 
这 三 对 互 反 函数 及 其 性 质 需 要 理解 记忆 。 


8. 解 : …2203 是 个 P 位 数 ， 
.10p-1I<22003< 10p () 
…“ 53 是 个 gq 位 数 ， 
“101<=52%03< 104 ©) 
(CDxG@) 得 :10p+q2<(2x$)203<<10p+q 
即 10p+q2<102003<<10p+q (3) 
..2003=p+d-] 
..p+q=2004 


9. 解 : 方程 有 一 正 根 一 负 根 的 充分 必要 条 件 是 : 
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下 载 资料 _ 
loga(a”-a) 二 0 (由 韦 达 定理 而 来 〉》Q) 
由 a>0, 屠 1,a2-a=a(a-1) 0, 可 得 a 之 1 @@， 从 而 由 loga(a?-a) 二 0=logal 得 :a2-a<1,a2-a-1<0， 解 


i | = 
5 1+ 5 + 
= 1 < 


得 : ”2 ”2 ”@， 由 @@ 得 ; 2 


10. 解 :““(1/2) 二 1, 要 使 y=0, 只 要 


a*+2(ab)*-b’**+1>>1, 

BE] a2x+2(ab¥-b**>>0 
sb2*[(a/b)2*+2(a/b)*-1]>0 
—[(a/b)*]+2(a/b¥-1>>0 


Maid) 二 1+ AaNaid) +1 一 上 3 为 
fa 有 t+ Aa +l- 


a Hal 


| 3_1 
1oa>b>0NHab>1 ， C2) 8 


] “一 | 
2" 当 b>a>0 时 ,0 二 ab 到 1 rtlog Ci 


| a=b> 之 0 时 ， Rs 


3 8 函 效 方程 
许多 函数 方程 的 解决 仅 以 初等 数学 为 工具 ， 解 法 富 于 技巧 ， 对 人 类 的 智慧 具有 明显 的 挑战 
意味 ， 因 此 ， 函 数 方程 是 数学 竞赛 中 一 种 常见 的 题 型 
1、 确 定 函数 的 形式 
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下 载 资 料 


尚 无 一 般 解 法 ， 需 因 题 而 卉 ， 其 解 是 多 样 的 : 有 无 限 多 解 的 ， 有 有 限 个 解 的 ， 有 可 能 无 解 (如: 


方程 广 (X)+ 广 (- 力 +1= 0 无 解 )。 
2、 确 定 函 数 的 性 质 

3、 傅 定 函 数值 

三 、 求 函数 的 解析 式 

1、 换 元 法 

2、 赋 值 法 

四、 研究 函数 的 性 质 


例题 讲解 


1， 设 函数 /(D 满足 条 件 3A(r 一 D+2/( 一 力 =2x, 求 /CD。， 


2. 设 函 数 f(t) 定义 于 实数 集 有， 日 /( 杂 满足 条 件 f(xX)+ Xx/ 一 才 =1+Xx， 求 f(x)。 


nt 


3， 函 数 AD 在 + =0 处 没有 定义 ， 但 对 所 有 非 零 实数 + 有 : /CD+2 A -| =37+， 求 /(D。 


4. 求 满足 条 件 22 ADD+ AL-D=2z- 寺 的 AD。 
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5， 设 函数 /Cnb 定义 于 实数 集 上， 且 /(0) = 1， 若 对 于 任意 实数 、w， 都 有 : 


fm—n)= f/m)—A2m—nt+l), f(r) 


6. 设 函 数 Xp 定义 于 目 然 数 集 WW 上， 是 f(1)=1， 阁 对 于 任意 日 然 数 +、Jy， 都 有 : 


XtD= /D+tAD+A, f/f(N). 


7. 设 函 数 AD 定义 于 RR 上 ， 且 函数 /CD 不 恒 为 堆 ， /DD = 0， 若 对 于 任意 实数 +、 儿 ， 恒 有 


Xt—y 
2 J 


AD+7AO=27 HN 
@ 求证: /(x+27)= /人 
@ 求证 : f(zX)= .7 一 轿 


图 求证 ， /(27)=2/(WD) -1 


8， 对 常数 妃 和 任意 二 ， 等 式 AUr+ 内 二 2 都 成 立 ， 求 证 ;函数 /是 周期 函数 ， 
2 区 
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9， 设 函数 AD 定义 于 实数 集 RR 上， 函数 /fn 不 恒 为 零 ， 且 对 于 任意 实数 x 、x,， 都 有 : 


fT)+f VN)= /N+ ) f(t) 求证 : /(t)= f/f/(-D ° 


$9 三 角 恒 等 式 与 三 角 不 等 式 
三 角 恒 等 变形 ， 既 要 遵循 代数 式 恒 等 变 形 的 一 般 法 则 ， 又 有 三 角 所 特有 的 规律 . 
三 角 恒 等 式 包 括 绝 对 恒等式 和 条 件 恒 等 式 两 类 。 证 明 三 角 恒 等 式 时 ， 首 先 要 观察 已 知 与 求证 
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或 所 证 恒等式 等 号 两 边 三 角 陈 的 索 简 程度 ， 以 决定 恒 等 变 形 的 方 癌 ， 其 次 要 观 色 已 知 与 求证 或 所 
证 恒等式 等 号 两 边 三 角 陈 的 角 、 函 数 名 称 、 次 数 以 及 结构 的 状 别 与 联系 ， 抓 住 其 主要 兰 开 ， 选 择 
恰当 的 公式 对 其 进行 恒 等 变 形 ， 从 而 逐步 消除 天 寞 ， 统 一 形式 ， 完 成 证 明 .“ 和 差 化 积 ”、“ 积 化 
和 产 ”、“ 切 制 化 强 ”、“ 降 次 ”等 是 我 们 第 用 的 变形 拉 巧 。 当 然 有 时 也 可 以 利用 万 能 公式 “ 驼 


化 切割 ”， 将 题目 转化 为 一 个 关于 z= an 了 的 代数 恒等式 的 证 明 问题 


要 快捷 地 完成 三 角 恒 等 式 的 证 明 ， 必 须 选 择 恰当 的 三 角 公 去. 为 此 ， 同 学 们 要 熟练 掌握 各 公 
式 及 各 公式 的 来 龙 去 脉 和 变形 形式 . 


相 加 减 


积 化 和 关 
3, 
C30 和 差 化 积 


上 图 为 三 角 公 式 脉 络 图 ， 由 图 可 见 两 角 和 差 的 三 角 函 数 的 公式 是 所 有 三 角 公 式 的 核心 和 基础 . 

此 外 ， 三 角 是 代数 与 几何 联系 的 “ 桥 染 ”， 与 复数 也 有 紧密 的 联系 ， 因 而 许多 三 角 问 题 往往 
可 以 从 几何 或 复数 角度 获得 巧妙 的 解法 . 

三 角 不 等 式 肖 先是 不 等 式 ， 因 此 ， 要 掌握 证 明 不 等 式 的 常用 方法 : 配方 法 、 比 较 法 、 放 缩 法 : 
基本 不 等 式 法 、 数 学 归纳 法 等 . 其 次 ， 三 角 不 等 式 义 有 目 己 的 特点 一 一 含有 三 角 式 ， 因 而 三 角 隙 
数 的 单调 性 、 有 界 性 以 及 图 象 特征 等 部 是 处 理 三 角 不 等 式 的 锐利 武 占 . 

三 角形 中 有 关 问 题 也 是 数学 苋 赛 和 局 考 的 第 见 题 型 . 解决 这 类 问题 ， 要 充分 利用 好 三 角形 内 
角 和 等 于 180” 这 一 结论 及 其 变形 形式 . 如 果 问 题 中 同时 涉及 边 和 角 ， 则 应 尽量 利用 正弦 定理 、 余 
弦 定 理 、 面 积 公式 等 进行 转化 ， 实 现 边 角 统一 . 求 三 角形 面积 的 海伦 公式 


鸡 半 PP- DP DP Ep = (+ 6+) 大 家 往往 不 甚 败 悉 ， 但 十 分 有 用 . 
例题 讲解 


l. 已 知 sn au = Msin(a + B),| 4|> 4 求证: tan(a + [oN 
cosB—A 


pa 
能 
7 


ee i ee 


2. 证 明 : cos7x+7cos5x+21locs3x+35cosx= 64cos 7 Xx. 
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3. 求证 : /3tanl8* +tan18" tan12° + 3 tan12" =1. 


相逢 二 
1 一 tanw 


5. 证 明 : 4sin0sin(60" -0)sin(60" +0)= sin30. 


6. 求证 : GD cos6"* cos42° cos 66" cos78" -二 


(Osinl” Sin2” sin3”…Sin89” -0 x6V10. 


7， 证 明 : 对 任 一 自然 数 n 及 任意 实数 二 (人 = 0.12,…, 轴 历 为 任 一 整数 、 ， 有 


] ] 
十 十 … 十 


Sn27t sm4x sn 2 x 


= COt Xx— Cot2”° 


5 十] 
2 


sin(wc+ 二 DJ)sn 人 一 一 有 
8. 证 明 : sinQ +sin(g +PB)+sin(g +2B)+:…+sin(0 + 1B) = 2 


SIn 一 
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9 若 0<0 <x， 求 证 ，sin 9+sin 20 + 3sin 30 > 0 


10. 已 知 0 <0 <x， 证 明 : 2sin 20 < tes 并 讨论 等 号 成 立 的 条 件 。 


11. EQ,B < (0 能 否 以 sin w，sinB ，sin( + D) 的 值 为 边 长 ， 构 成 三 角形 。 


0A+2I+TCcC A 


12. 在 A ABC 中 ， 角 4 有、C 的 对 边 为 C、Z、c<c， 求 证 : > 
2 二 DOA+C 3 


13. 在 锐角 入 ABC 中 ， 求 证 


(1) sin A+sin B+sin C>cos A+cosB+cosC; (2) toeAtepBioC'>!1 


14. 设 +>y>2z> 二 
12 


， 有 目 X+ y+z= ， 求 乘积 cosxsin ycosz 的 最 大 值 和 最 小 值 。 


课 后 练习 
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1. 证 明 : sin47” +sin61” 一 Snl1l1” 一 sin25”=cos7”. 
、 sn( 20 十 SIn 
2. 证 明 : Ln . PF 
SIN CX SIN CX 
3. 己 知 : sin4+sinB+sinC=0，cosAtcosBtcosC=0. 
求证 : sin24+sin2B+sin2C=0，cos2Atecos2Btcos2C=0. 


4. 已 知 O e(0,zx), 求 证 :sin0 sin 20 + 30 = 0. 


5. 已 知 0<cw < 有 < 了 , 且 tan B=3tan a, 求 B -ea 的 最 大 值 . 


6. 已 知 w、 采 、7Y7 、 9 e(0, 小 上 且 g++y+0=7 求 y=sina sin Bsinysin0 的 最 大 人 


7. 入 ABC 中 ，C=2B 的 充 要 条 件 是 0c* -J = ZU 


38， 入 ABC 中 ,已 知 siIn”A4、sin ”PF、sin“C 成 等 差 数 列 ， 求 证 : cot 4、cot ZB、cot C 也 成 
等 差 数 列 . 
9. AABC 中 ， 角 A、B、C 所 对 的 边 分 别 为 入 入 c， 已 知 22=Z+c， 求 B 的 最 大 值 . 


10. 有 有 ww、pBe (0 本 能 否 以 sin w、sSn B、sn(xw+B) 的 值 为 边 长 构成 一 个 三 角形 . 


11. 求 函数 = V2+ x+ 8 一 3x 的 值 域 

12. 求 函 数 了 = 了 了 二 1 +27++2 的 值 域 . 

13. 在 A 4BC 中 ， 求 证 : c> Zcos 4+DOcos 有 D>ccosCt+acosA; 
A >becos B+acosA. 


1 ye ] 
0 


14. 设 @ 为 锐角 ， 求 证 : (1+ ij 本 3) 


SIn COS C 


15: 对 xs (0 本 )， 求证 : 2X <Sin X+ Lox。 


1 . 分析: 条 件 涉及 到 角 Qa、Q+B ， 而 结论 涉及 到 角 Qaq+，B. 故 可 利用 
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ge =(Q+B)- 或 B= (Qa+B)-a 消 除 条 件 与 结论 间 角 的 差异 ， 当 然 亦 可 从 式 中 的 “A” 入 手 . 
证 法 1: :sinQ= Asin(a+P), 
.SInN(QG +B -BbB)= Asm(a + bp), 


sm(& +pB)cosB—cos(a +p)sm b= Asm( ao+p), 
sin(& +B)(cos B—A)= sn Bceos(o + Bb), 


“| AI>1, 
.CoSPp—AzO, 
从 而 cos(c + B) 关 0， 
sm pb 
cosB-A 
VE Sin 1 Sin 1 sn(g +p)Sm 
snB—A ey, sno cospsin(a + BB)-sina 
sm(a+ Bb) 
sm(a+p)sm pb 
cospsm(a+B)—sml(oa+B)-— pI 
sm(Q& +B)sm pb 
cos(a + Bb)sm Bb 
= tan(Q + 6). 
2 .分析 : 等 写 左 边 涉及 角 7x、5x、3Xx、Xt 石 边 仅 涉及 角 x， 可 将 左边 各 项 逐步 转化 为 sin Xx、 
cost 的 表达 式 ， 但 相对 较 繁 . 观察 到 右边 的 次 数 较 遍 ， 可 答 试 降 次 . 


tan(Q+ Bb)= 


证 明 : 因为 cosS3X=4cos Xx 一 3cosx, 甩 以 4cos x = cos3x+3cosn 


从 而 有 1l6cos* x= cos 3x+6cos3xcosx+9cos”“x 


1+cos6 9 
0 3(COS 4X+ COS2X)+ (1 + cos27x) 


32cos X=1+Ccos6x+6cos4r+ 6c0s2r++9+9cos2n, 


64cos X=2cos6rcos r+l12cos4rcosxt+30cos 2rcos r+20cosx 
= COSTX+COSIX+OCOSIX+OCOS3r+1I cos3t 二 +193 cosxr+20cosx 


= COSTX+7 COSIX+21 coOs3rx+ II COS 


评述 :本题 看 似 “ 化 简 为 繁 ”， 实 质 上 抓 住 了 降 次 这 一 关键 ， 很 是 简捷 ， 另 本 题 也 可 利用 复数 求 


| 1 1 
解 . 令 z= cosQ +isin o, 则 2cosc = z+ 一 ,从 而 ,128cos' a = (z+ 一 )'， 展 开 即 可 . 
p28 pak 


3 .思路 分 析 : 等 式 左 边 同时 出 现 tan18° tan 12 、tan18 ”+tan 12 ， 联 想到 公式 
i tanc +tanp 
1— tanc tanp 


证 明 : V3tanl8’ +tanl8’ tan12° + /3 tanl2° 
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= 3dan18 +tan12°)+ tan18" tan 12° 


=V3xtan(18 +12 )(l—tan18 tanl2 )+tan18 tan 12° 
= 


评述 :本题 方法 具有 一 定 的 普遍 性 . 仿 此 可 证 (1 +tan 1 )(1+tan2 )…(1+tan43 ) 
(1 + tan 44") = 2” 等 .、 


1— cos( 二 + 20) 


1+sm 20 元 
一 = = tan( 一 十 CQ) 


4 .证 明 : sec2a +tan2a = 


COs 0 sin(= +20) 


l1+tanc 


1 一 tan Cw 
= 2001. 
5 . 证明; sin36 =3sin06-4sin?0 


=4sin 0 -sin’0) 


=4sin We i “0) 
4 4 


V3 


=4sin A cosO) 一 Csin 0) ] 


=4sm 0O(sm 60° cosQ +cos60° SmoO)(Sn 00 cos0O—cos60°sm0) 
=4sin Osin(60° +0)sin(60° —0) 


评述 : 这 是 三 倍 角 的 正 强 的 义 一 表示 . 类 似 地 ， 有 cos30 = 4cos0 cos(60° -0)cos(60" +0) 


tan30 = tan0 +tan(60" -09)tan(60" +0). 利用 这 几 个 公式 可 解 下 例 . 
6. 证 明 : (Ql)cos6” cos42” cos66”cos78° 


cOS42 cos78 
COSS4 


=cOS6” CoOs$54 cos66” x 


Cosl8 cos42 coS78 
4cos54 


] 
— COS(3x18° 
( ) 


4cos54° 
1 
(sinl” sin2” sin3”…sin89” 
=(sinl” sin59° Sin0l] )(Sin2 sin$8 Sin02 )***(sIn29° sin31” Sin89 )sin30° sin60° 
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V3 


Lo 50 
=(—)” sin 3° sin 6° .sin 87° x— 

4 4 
a Gy” V3(sin3° sin57° sin 63°)(sin6° sin54° sin 66°):.(sin 27° sin33° sin87°)sin30° sin60° 
和 CD x3sin 9° .sin18° .sin 81° 


六 Ca x3x(sin9 Snl8 )(sn 18 Sn72 )(sm 27 sin 63 )(Ssn36 sm 54 ).Sm493 


] 3V2 . i le 加 
-On sn 36 sm $4 sm 72 


] 3 
三 x 了 2 cos72 coSS4 "cos36 "cos18” 


] 3 
二 x 2 cos18 COS36° cos72° cos54° 


] 3 
= na x 2 cos18 cos36 sin18" cos54 


] 3 
=- (—) x=V2 sin 72° cos54° 
4 2 
1 3 3 3 
= (一 ) x 二 V2 cos18 sm 3J0 
4 2 
X (cos18" sin 36°)” = -0 +CcOs36°)(l— cos72°) 


= 70 +COS36° —c0s72° —coOs36° cos72°) 


1 
和 2u +CcoS306 coS72 ) 


5 
16 
V5 


EB] cosl8’ sin 36° 0 


所 以 sinl sin 2°...sin 89° = GD x610. 


7. 思路 分 析 : 本 题 左边 为 n 项 的 和 ， 右 边 为 2 项 之 兰 ， 故 生 试 将 左边 各 项 “ 裂 ”成 两 项 之 兰 ， 并 
希 蔷 能 消去 其 中 许多 中 间 项 
] 2 cos- 二 一 COS 2 2 cos” xt ”COS IX 


SI 27 SIn 2 2sin XCOSXT Sm 2x 


和 1 
同 理 一 = coOt2x— cot4x 
sm 4x 


= cot2” x-cot2”x 
Sm 2 x 
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评述 : 也 本 题 裂 项 技巧 也 可 通过 数学 归纳 法 获得 . 
@“ 裂 项 相 消 ”在 解 题 中 具有 一 定 的 善 遇 性 ， 类 似 可 证 下 列 各 题 : 


tan ZC 


tanc tan 20 + tan 20 tan 3c +…+tan(Z 一 Datan ne = 


tan C 


tanQ +2tan2a +2’ tan2’a+.…+2" tan2”0 =cota —2”" cot 2 0 
] ] ] 


ER 
COSUO cosl COS] cos2 COS 88 coOS89 


bp bp 


8. 证 明 : Sm Q Sn 5 = -costa 十 一 ) 一 coOS(C 一 一)|， 


一 COS1] cotl 


类 似 地 sin(c + B)sin < 一 -costa 二 5 D) 一 coSs(Q 十 中 
有 


sn( w+20)Stm 加 -=[cos(a + 一 COS(C + 有 


b 


sm( + ab)sm > -cosla 是 


一 有 一 oo s+ 


一 有 )]， 


各 项 相 加 得 ,sin Ss Qt+sin(a+B)+sin(a +2B)+::…+sin( 上 +7B)] 


= [eos@ + 二 cos(a -A 
= sin(a +o PB)sin ly 
A n+l1 
、 sm(Q+—pb)sm Bb 
所 以 ， sina +sin(g+ PB)+.+sin(G +aB)=—— 2 | 
sn 一 
评述 : 中 本 题 也 可 借助 复数 获 证 . 
1 十 ] A 
ee sm—— pcos + 一 有 万 ) 
双关 似 地 ， 有 coga +cosC+ 有 1)+…+cosC +)= 和 
是 
利用 上 述 公 式 可 快速 证 明 下 列 各 式 : 
人 
coSO +cos20+ coS30 十 … 二 coS 71O = 了 
sm 一 
2 
A 3 S 1 
COS 一 十 COS 一 天 十 COS 一 元 二 一 
9 / / 
A 2 / ] Re 
COS 一 十 COS 一 天 十 COS 一 十 COS 一 友 二 一 二. 
9 9 9 9 2 
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3 10 回 量 与 向 旺 方 ; 
《一 ) 
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1. (2004 年 上 海 春 季 高 考题 ) 在 AABC 中 ， 有 命题 A4B8- 4C= BC; @ AB+ BC+ C4=0.: 


@ 若 (4AB+ 4O) (AB- 4O) =0， 则 AABC 为 等 腰 三 角形 ， @ 若 4C. 4B>0， 则 AABC 为 锐 
角 三 角形 .上 述 命题 正确 的 是 ( ) 
A. O®© B. DO@ C. @@ D. @@G@ 


2. 已 知 0 为 坐标 原点 ，ONY 二 (一 1，1)，NNY 二 (一 ;5， 一 5)， 集合 A 二 { ORIRN|=2}，OP、 


OO EA, MP=AMOAN eR, Az¥0), MMP: MO = 


3. 已 知 问 量 4 二 一 e1+3eyH2e3，D= 二 4e1 一 6e@ey2e3，C 二 一 3 e1+12es+11e3， 问 4 能 否 表 示 


成 


4 二 和 B+%2C 的 形式 ? 若 能 ， 写 出 表达 式 ， 若 不 能 ， 说 明理 由 . 


4. 已 知 4a，5 是 两 非 零 向 量 ,， 若 Z+3 0 与 7Z 一 50 重 直 ， 一 40 与 7 一 20 垂 直 ， 试 求 Z， 


六 的 夹 角 . 
5， 设 向 量 x，2 满 足 lzZl=12=1 及 3Z 一 201=3. 求 3 a+ 5| 的 值 . 
引申 已 知 向 量 4g，5 满 足 [4|=|5|=r，|X4+ b=R， 试 求 | ,4+ p49 的 值 . 


6. 设 A、B、C、D 是 坐标 平面 上 的 四 点 ， 它 们 的 坐标 分 别 为 : A(te，.y)，B( Xp， .Jy) 


C(x ，p)，D(x,，yp)， 且 它们 中 任意 三 点 不 共 线 ， 试 证 明 ; 


四 边 形 ABCD 为 正方 形 的 充 要 条 件 为 (Xs 一， js 一 1) 二 (Xe 一 Xp ye yy) 


月 (一 Xt )( Xo Xp)t( 1a— VI Te — Js)=0. 


P 4 
7， 如 图 ， 设 四 边 形 P,P,P,P, 是 圆 O 的 内 接 正 方形 ，P 是 六 


PI 
| o 上 的 任意 点 求 ，| 8 让 + FB +| 5 为 家 
8. 如 图 设 Pl，P，;，P;3，...，P。， 是 圆 O 内 接 正 n 边 形 的 顶点 ， 到 名 息 访 ， 求 证 : 


《中 学 数学 信息 网 》 系 列 资料 WWW. ZXSX. COM 版 权 所 有 @ 中 学 数学 信息 网 


WWWwEXSX.COMm 欢迎 光临 


PP + PP +.…+ PP 为 定 值 


9， 室 间 有 十 个 点 Al1，As，...，Aio， 斌 求 一 个 点 P， 使 4 + A+…+ PP 在 为 最 小 


10， 如 图 ， 空 间 四 边 形 ABCD 中 ， 点 E 分 4B 及 点 上 分 DC 所 成 的 


比 均 为 4 ， 则 FD FC 
1] 十 人 4 1 十 人 


11. 一 个 物体 受到 同一 个 平面 内 三 个 力 万 、 应 、 玖 的 作用 ， 


沿 北 偏 东 45° 的 方向 移动 了 8m， 其 中 | 五 |=2N， 方 向 为 北 偏 东 


30°; | 万 |=4N， 方 向 为 东 偏 北 30%; | 契 |=6N， 方 向 为 西 偏 
北 60"， 求 合力 所 作 的 功 . 


AM CN 


12. 设 M,N 分别 是 正六 边 形 ABCDEE 的 对 角 线 AC、CE 的 内 分 点 , 且 一 和 = 一 一 一 4 若 B.MJN 
以 力 j 迄 六 边 AC CE 
共 线 ， 求 的 值 . 
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— 1— — 1— 、 = 
13. 如 图 ， 在 AOAB 中 ， OC= 7 04 OD=7 08. AD 与 BC 交 于 M 点 , 设 OA= 4， 


OB= B.(1) 用 @，B 表 示 OM; C2 已 知 线段 AC 上 取 一 点 E， 在 线段 BD 上 取 一 点 F， 使 EF 过 


ME&, 设 OB= p041, OF = 908, Rt: L131 


lp 79 


14. (2002 年 高 考试 题 ) 已 知 两 点 M( 一 1，0),，N(1, 0), 且 点 了 P 使 NP. MN，, PM. PWN， 


NWM. PN 成 公差 小 于 零 的 等 差 数 列 . 
(点 了 的 轨迹 是 什么 曲线 ? 
(2) 若 点 P 了 的 坐标 是 (加 ， 妃 )，0 为 BMY PN 的 夹 角 ， 求 tan0 . 
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1. 已 知 ZOeE AR mneR, mn >am TO 邻 MA 大 ， =Z+O. 则 M 与 N 


的 大 小 关系 是 (  ) 
A. M>N B. M<N C. M=N D. M、NN 间 的 大 小 关系 不 能 确定 


(2000 年 河北 省 高 中 数学 苋 完 试题 ) 
2. 实数 款 , 蕊 ,七 满足 而 + 二 为 二 到 -1， 及 如 + 到 + =3， 则 区 的 最 小 值 是 


(1993 年 上 海 市 高 三 数学 竞赛 试题 ) 


3. (证 明 恒 等 式 ) (1) 已 知 (xY+yV+Z(2f+P+C)=(artoby+cD) , Hr、 y、 2Z、4 
4 元 


jy Cc 为 非 零 实数 ， 求证 : -一 一 一 
a LO 


pd 
C 


4，( 求 值 》 (1) 已 知 CU2 +DOP AD =3(2xy 一 1)， 试 求 光一 力 的 值 。 
J 


5. 题 组 (1) 求实 数 庆 、y 的 值 ， 使 函数 信 庆 ， 力 二 (1 一 用 ?+( + J 一 3)*+(2 X+ Jy 一 6)? 取得 最 
小 值 ，(2001 年 全 国 初中 数学 联赛 ) 


(2) 车 Vx+1+Vp-2 =5， 求 z+ 了 的 最 小 值 . 


(3) 求 函 数 = Nr +X++1 一 V+ 一 ++1 的 值 域 
变 题 ” 求 函数 y=Vx + 二 N(x-9) +77(p,9,7e PR') 的 极 值 . 


(4) 已 知 点 P(. 2) 在 椭圆 1 求 2 一 少 的 最 大 值 . 


(5) 设 (7=12,3,…,2003) 为 正 实数 ， 且 Ja + +… 和 + =2003 ， 试 求 


y=VV + + + 尼 + 了 十 后 二 + 十 00 十 .003 十 堵 的 最 小 值 . 


(6) 求 函 数 
f/f(WD=V+tsinxtVl- sinxtV2+sinxt+tvV2— sinx+V3+sinx tv3— sinx 
的 最 大 值 . 
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(7) 己 知 pFe(0+0), 是 EE La ?2, 
1+ l+y l+z 


Do 4 


li+x 1l1+y 


“希望 杯 "全 国 数学 邀请 赛 备 寺 是 ) 


6. 用 问 量 方法 证 明 下 列 不 等 式 : 
(1) 已 知 @ + =1，B+B =1 其 中 40、4,、B、b 均 为 实数 . 
求证 : 一 1<& 和 + b<1. 


(2) 已 知 @g、B、ceR, Hat+hbt+cec=!1, 求证 二 十 和 十 二 >36 
a C 


(1990 年 日 本 IMO 选拔 试题 ) 


a pb 和 co atb+e 


Be ct+a pry 2 
二 届 友 请 杯 国际 数学 邀请 赛 题 ) 


(3) 己 知 g、B、ceR ， 求 证 


(4) 若 X+、yJ、ZeER ， 且 xX+ y+2Z=1, n 是 下 整数 ， 求 证 : 


4 4 4 
于 y 了 3” 


一 一 一 二 一 一 一 十 一 一 一 > 一 一. 
yw) zz rx-x) 3" -9 


人 


(5) 右 Y、J、2、4、HEA， 则 一 一 + 十 
和 7JATHZ Aztux Axrtuypy AL 


t y 光 


(6) 对 所 有 的 正 实数 +、、2Z， 证 明 ; 一 + 一 一 一 一 + 一 一 >1. 


Vr +8]J2 Vy + 82X V2 十 8.17 


(2001 年 第 42 届 IMO 试题 ) 
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7 17 ENOs 1 e(0,-) 且 cosc+cos BP—cos(a +p)= 2 求 a、 的 值 . 
(2) 求 值 cos5°+cos77°+cos149°?+cos221°+cos293°. 
2 2 2 
(3) 求 cosQ +coSs(C 十 一 ) +Ccos(X 十 2 .之 ) + + cos[Q + (7— 0 全 ] 的 但. 
A A A 


8. 设 a、b 是 两 个 实数 ，A 二 {(x，y) 区 二 n，y 二 natb, n 是 整数 }, B= 二 {(x,，y)KK 二 m,，y 二 3m?+15， 
m 是 整数 }，C 二 {Gx，y)k21y2<144) 是 平面 xOy 内 的 点 集合 ， 讨 论 是 否 存 在 a 和 b， 使 得 : 


QA 门 B#9 (9 表示 空 集 )， @(a，b)EC 同时 成 立 ，(1985 年 全 国 高 考 理 科 压 轴 题 ) 


9. 给 定 正 整数 n 和 正 数 M， 对 于 满足 条 件 wf + Qi <M 的 所 有 等 差 数 列 gw ,2 ,4,,…， 试 求 


$= xz +Z +…+Z 的 最 大 值 (1999 年 全 国 高 中 数学 联赛 第 一 试 压轴 题 ) 


nt+l1 n+2 


10. (1) 如 图 ，G 为 AAOB 的 中 线 OM 的 中 点 ，PQ 过 G, 分 别 交 OA、OB 于 点 P、Q， 


Zr CLC L + 工 的 值 是 否 为 定 值 


= Mm， 一 二 = A. 问 一 + 一 
O44 Op m Hn 


也 
A B 


(2) 试 证 ， 三 角形 三 中 线 的 长 度 的 平方 和 等 了 三 边 长 度 的 平方 和 的 二， 


(3) 凸 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 交 于 点 M， 点 P、Q 分 别 是 AAMD 和 ACMB 
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的 重心 ，R、S 分 别 是 ADMC 和 AMAB 的 重心. 求证 : PQ 上 RS. 


(4) 求证 三 角形 三 边 上 的 高 交 于 一 点 . 
六 

B 和 C 

(5) 设 D、E、F 分 别 是 AABC 的 所 在 各 边 的 三 等 分 点 ， 且 BC 二 3BD,， CA 二 3CE 及 AB 二 3AF (如 


右 图 ) ， 证 明 ，AABC 和 ADEF 有 相同 的 重心 . 
pa 
A F B 


(6) 正方 形 ABCD 被 两 条 与 边 平行 的 线段 EE、GH 分 割 成 四 个 小 矩形，P 是 EF 和 GH 的 交点 ， 
若 和 矩形 PFCH 的 面积 恰 是 和 矩形 AGPE 的 面积 的 2 倍 ， 试 确定 ZHAF 的 大 小 ， 并 证 明 你 的 结论 . 
(1998 年 北京 市 中 学 生 数 学 竞赛 复赛 试题 ) 


(7) 设 H_、G、0O 分 别 为 AABC 的 重心 、 重 心 和 外 心 . 义 KK 为 AABC PO 


a 一 1] 一 一 一 > 
求证 : VKOG=A(KA+ KB+ EKO: 


用 向 量 法 证 明 H、G、O 三 点 共 线 ， 且 HG=2GO.〈 欧 拉 定 理 ) 


AB 上 的 定 比分 点 ， 如 末 发 们 把 三 角形 的 边 


(8) 如 图 ，Ai、Bi、C 分 别 是 三 角形 的 边 BC、CA、 
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分 别 分 成 定 比 = 人， p= 人 ,1-4 


一 ， ， = 一 一 . 那么 Ai1、 也) 、 Cl 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 mnt 
AC BA CB 
一 ]， (车 名 的 Menelaus 定理 ) 


(9) 已 知 三 扩 O41、02、 上 及 为 一 扩 M， 且 扩 Mi 是 上 后 M 关 于 1 的 对 称 操 ， 扩 M; 是 氮 Mn 
天 于 O00; 的 对 称 点 ， 扩 M3 是 My 关于 昌 ; 的 对 称 点 ， 扩 M4 是 上 操 Ms 天 于 O01 的 对 称 点 ， 扩 Ms 是 所 
M4 关于 O; 的 对 称 扣 ， 扣 Me 是 挟 Ms 关于 O03 的 对 称 操 ， 求 证 : 


扩 Me 和 始点 M 重合 . 


Mi 


Ms 
M, 


直线 FD、AC 交 于 N. 求证 : 


(10) 如 图 ， 在 AABC 中 ,OO 为 外 心 ， 三 条 高 线 交 于 了 再，D、E、F 为 垂 足 ， 直 线 ED 、AB 交 于 M 
(IT) OB LDF, OCLDE; (II)OHL MN. 
(2001， 全 国 高 中 数学 联赛 ) 


11. (1) 充分 暴露 


关 国 霸权 主义 、 蛙 边 主义 的 沛 留 在 我 海南 陵 水 机 场 的 EP 一 3 电子 侦 凤 机 ， 终 


以 其 被 大 御 八 块 ， 由 租用 的 “ 安 一 124” 运 输 机 运 回 本 土 而 告终 ， 设 大 该 机 从 日 本 冲绳 美军 基地 起 
飞 ， 至 我 领海 外 海上 空 A 处 ， 它 在 地 面 上 的 投 


影 O 在 我 两 现代 化 雷达 系统 B、C 两 点 的 延长 线 
上 ,假定 侦 察 机 的 蜗 度 为 h， 从 B 处 测 得 A 的 仰角 为 a ， 从 C 处 测 得 A 的 倾角 为 6，CO= 


(2+ V3)h，BC = 二 2V3 hn， 试用 向 量 知识 求 g+ B 之 值 . 


(2) 椭圆 的 两 焦点 分 别 为 E(0， 一 1)、F,(0，1)， 直 线 y=4 是 椭圆 的 -0 医 准 线 B 
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8 本 太志 | 太志 PA.PE 
Q 求 椭 圆 的 方程 ; 四 设 点 了 在 椭圆 上 ， 且 | Z1 -| PB |= WA>1， 求 一 一 一 二 ~ 的 最 大 值 和 


LA 
最 小 值 . 


1 2 . (1) 在 长 方 体 ABCD 一 AIB/CID| 中 ， 己 知 AA| 二 2，AB= 二 3，AD 二 gq， 求 : (了) 异 面 直线 
BiIC 与 BD 1 上 所 成 的 角 : (了 I) 当 @ 为 何 值 时 ， 使 BICLBD1? 


(2) 在 边 长 为 2 的 正方 体 ACi 中 ，E、F 分 别 为 BB;、CD 的 中 点 . 
( 工 ) 求 证 平面 ADE 上 平面 ADIF; 
(本 ) 求 斜 线 AiE 与 平面 AIDE 所 成 的 角 ; 
(ID 求 三 棱锥 上 一 AJDE 的 体积 . 


(3) 已 知 ABCD 是 边 长 为 4 的 正方 形 ，E、F 分 别 是 AB、AD 的 
中 点 ，GC 垂直 于 面 ABCD ， 且 GC 二 2， 求 点 B 到 面 EFG 的 距离 . 
(1991 年 全 国 高 考试 题 ) 


(4) ( 2003 年 全 国 高 考试 题 ( 理 ) 第 18 题 ) 如 图 , 正方 形 ABCD 、ABEF 的 边 长 是 1, 而 且 平面 ABCD、 
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ABEF 互相 垂直 ， 点 M 在 AC 上 移动 ， 点 N 在 BFE 上 移动 ， 若 CM=BN=a(0<a< M2). 
(了 工 ) 求 MN 的 长 ; (ID) 当 a 为 何 值 时 ，MNN 的 长 最 小 ; 
(ID 当 MN 长 最 小 时 ， 求 面 MNA 与 血 MNB 所 成 的 二 面 角 cw 的 大 小 .AZz 


(5) 设 在 四 面体 ABCD 中 ，BDC 是 直角 ，D 到 平面 ABC 重 线 的 重 足 $ 是 AABC 的 重心 ， 试 
证 : (AB+BC+AOQ)*<6(AD”*+BD 站 CD”)， 并 说 明 等 号 成 立时 是 一 个 什么 四 面体 ? 
(第 12 届 IMO 试题 5) 


(6) 三 棱锥 Ss 一 ABC 中 ， 侧 校 SA、SB、SC 两 两 互相 垂直 ，M 为 三 角形 ABC 的 重心 ，D 为 AB 


的 中 点 ， 作 与 SC 平行 的 直线 DP， 证 明 : 
(IT)DP 与 SM 相 交 ; (II) 设 DP 与 SM 的 交点 为 帮 ， 则 作为 三 棱锥 S 一 ABC 的 外 接 球 的 球 


心 . (1993 年 全 国 高 中 数学 联赛 第 一 试 第 三 题 ) 
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3 11 数列 


一 、 数 列 的 基础 知识 

1 数列 {aw} 的 通 项 am 与 前 n 项 的 和 Su 的 关系 

它 包 括 两 个 方面 的 问题 : 一 是 已 知 5, 求 a， 二 是 已 知 mm 求 Si; 

2， 递 推 数列 ， 解 决 这 闫 问 题 时 一 般 都 要 与 两 闫 特殊 数列 相 联系 ， 设 法 转化 为 等 兰 数 列 与 等 比 
数列 的 有 天 问题 ， 然 后 解决 。 


常见 类 型 ， 


站 天 Qnm1= PA)Ar +G(1) (P(A) #0) on 
类 型 I: | _ 2。 (a 为 常数 ) (一 阶 递归 ) 
其 特例 为 : (1) ol =zm + (p#0) (2) Cl1=Dpov+a) (pz0) 
(3) an =P(War +g (pz0) 
解 题 方法 : 利用 待定 系数 法 构造 类 似 于 “等 比 数列 ”的 新 数列 。 
类 型 和 [; 1 7 *0) (二 阶 递归 ) 
解 题 方法 :利用 特征 方程 3pxrtg, 求 其 根 4、 有 构造 =4wABG， 代 入 初始 值 求 得 4,B。 
类 型 :wi;y3HUA@) 其 中 函数 NX) 为 基本 初等 函数 复合 而 成 。 
解 题 方法 : 一 般 情 况 下 ， 通 过 构造 新 数列 可 转化 为 前 两 种 闫 型 。 
二 、 等 送 数列 与 等 比 数列 
1. 定义 : 
2. 通 项 公式 与 前 n 项 和 公式 : 
前 数 的 思想 ， 等 差 数 列 可 以 看 作 是 一 个 一 次 函数 型 的 函数 ， 等 比 数列 可 以 看 作 是 一 个 指数 函 
数 型 的 函数 。 可 以 利用 函数 的 思想 、 观 点 和 方法 分 析 解 决 有 关 数 列 的 问题 。 
三 ,每 莽 数 列 与 等 比 数 列 数列 问题 的 综合 性 和 灵活 性 如 何 表 现 ? 
数列 问题 的 综合 性 主要 表现 在 
1. 数列 中 各 相关 量 的 关系 较为 复杂 、 了 隐蔽. 
2. 同一 问题 中 出 现 有 才干 个 相关 数列 ， 既 有 等 莽 或 等 比 数列 ， 也 有 非 等 关 ， 非 等 比 的 数列 ， 
需 相 互联 系 ， 相 互 转换 . 
数列 问题 的 灵活 性 表现 在 : 
1. 需 灵 活 应 用 递 推 公式 ， 通 项 公式 ， 求 和 公式 ， 寻 求 已 知 与 所 求 的 关系 ， 减 少 中 间 量 计算 ， 
2.， 需 灵活 选用 辅助 数列 ， 处 理 相 天数 列 的 关系 . 


例题 讲解 

1. 已 知 (2—Alogmx+t(c— Aa)logmrt(a— Dlogmz=0Q) 

(1) 大 入 入 c 依 次 成 等 甜 数 列 ， 且 公差 不 为 0， 求 证 大 入 和 成 等 比 数 列 ; 
(2) 咎 和 入 二 依次 成 等 比 数 列 ， 且 公 比 不 为 1， 求证 和 、 和 cc 成 等 送 数列 . 


2， 数列 {@} 的 前 过 项 和 录 =2 22+ 和 CEN) ， 则 {12) 为 等 比 数列 的 充 要 条 件 是 
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下 载 资 料 


3， 设 等 磊 数 列 {@} 的 前 项 和 为 5 有 有 久 二 56， 太 二 420，44-3 二 34， 则 /一 


4. 等 差 数 列 中 ,3+07-Q10—8,41 1-0Q4=4, 求 D13 


5. 各 项 均 为 实数 的 等 比 数列 {faz} 的 前 项 之 和 为 S,， 若 Sic=10，S30=70， 求 S4o。 


6. 设 {@} 古 目 项 为 1 的 正 项 数列 ， 且 (nt1)asr?-nawtawiian=0，(n=1,2,3,…), 则 它 的 通 项 公式 大 


Ci 一 


7. 已 知 fooO)=aix+a2Xx2+a3X3+...+a xn， 有 日 ai,aaa .aa 组 成 等 关 数 列 Cn 为 正 偶 数 )， 又 fD)=m2,fCD=n 
(1) 求 数列 {wo} 的 通 项 an; 
(2) 试 比较 f(0.5) 与 3 的 大 小 ， 并 说 明理 由 。 


8. 在 1 与 2 之 间 揪 入 个 正 数 avaz,a,,an， 使 这 n+2 个 正 数 成 等 比 数列 ; 又 在 1 与 2 之 间 插 入 个 
正 数 bi,b2,b3,...,bs， 使 这 n+2 个 正 数 成 等 差 数 列 。 记 A,=aia2ai...a,B,=bi+b+Tbi+...+b， 

(1) 求 数列 {As} 和 {B,} 的 通 项 ; 

(2) 当 n27 时 ， 比 较 和 ,与 B 的 大 小 ， 并 证 明 你 的 结论 。 
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下 载 资 料 


l l 2 
十 


Do 
也 2 
9. 设 任意 实数 py 满足 由 <Llyl<1, 求 证 ，1-* 1》 1 区 (第 19 届 莫 斯 科 数 学 竞赛 试题 ) 


10. 从 及 个 数 Lo 局, wr (a>2) 中 拿 走 硅 干 个 数 ， 然 后 将 剩 下 的 数 任 总 分 成 两 个 部 分 ， 证明: 这 
两 部 分 之 和 不 可 能 相等 


11. 已 知 a-V2 ，an- /2+2a,，， 求 数列 {an} 的 通 项 公式 。 


12. 正 整数 KK，g (k) 表示 的 最 大 奇 因子 (例如 g (3) =3, 8g (20) =5) ， 求 g (1) +g (2) +g 
(3) + ..+g (2n) (其 中 nEN*) 


13. 将 数字 | ，。》 n 寺 入 标 写 为 | ， n 的 n 个 方 格 内 ， 每 格 一 个 数字 ， 则 
标号 与 数学 均 不 相同 的 填 法 有 多 少 种 ? 


14. 用 1，2，3 三 个 数字 写 n 位 数 ， 要 求 数 中 不 出 现 紧 控 看 的 两 个 1， 问 能 构成 多 少 个 n 位 数 ? 
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an,, = 7a, +6b, -3 
b ,=8a +7b -4 
证 明 : dn (n=0,， 5 3 …. . ) 是 元 仁和 广 和 


15. 设 数列 {as} 和 {byj 满足 ao=1，bo=0， a 


2ab 


a +b’ 


16. 已 知 a,b 均 为 下 整数 , H a>b, sin 0= 


An 
2ab 


(其 中 0<0 < = ) ,Ai=(a2+b2)nsSinn 0 


求证 : 对 一 切 正 整 数 n， 均 为 整数 


2 2 了 i 
= 
mn=-DL 2! 3! nl 
(2) 求 正 整数 a，b，c， 使 得 对 任意 ne N* (Cn>2) ， 有 


17. (1) 证 明 : 3 一 


»p__5 2 -aa 3-a 了 一 a 
-2 2 3 nl 


18. 设 4,， 为 正八 边 形 的 相对 项 点， 顶点 4 处 有 一 只 青蛙 ， 除 顶点 EE 外 育 蛙 可 以 从 八 边 形 的 任 
一 顶点 跳 到 两 相 邻 项 点 中 任 一 个 ， 落 到 顶点 玉 时 青蛙 束 集 止 跳动 ， 设 青蛙 从 顶点 A 恰好 跳 n 次 后 
到 EE 的 方法 数 为 ta， 来 


19，4,0Q,,.….…0, 表 不 整数 1,2,.…..， 的 任 蕊 一 排列 ， 设 fA() 为 这 些 排列 的 数目 ， 
使 得 : (1) w=l1 (2) |4-w,|<2《 二 1,2,.….....,n-1) .确定 /A(1996) 是 否 能 被 3 整除 
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后 练习 
1] 设 数 列 ol 满足 四 = 思 =1o=2， 用 对 任何 目 然 数 xn， 痢 有 ww looxl， 又 


CjzCor1Cz20z3 三 CCorl+Cz2+Co3， 则 Oo+C+…+2loo 的 全 是 


2 设 正 数列 oo.4,082.…4。… 满 是 N99-2 As = 人 0410 之 2) 目 p=4=1. 求 {a 小 的 通 项 公式 . 


3 已 知 数列 i } 满足 3 ,+Q =4(Z>D ,是 =9, 其 前 n 项 之 和 为 5 , 则 满足 不 等 式 
一 7 一 d|<; -的 最 小 整数 7 是 ) 


(A)> (O)7 (D)8 


4 设 等 差 数列 4 满足 34s 03 是 纪 4 > 0 ,5s 为 其 前 项 之 和 ， 则 5 中 最 大 的 是 ( 。 ) 


(A) Sio (B) S11 (C) $0 (D) 21 


1 上 和 8 
5 等 比 数列 {4,] 的 首 项 zw =1536, 公 比 = :用 开 , 表 示 它 的 前 ”项 之 积 。 则 II_ (ze VW) 最 大 
的 是 (  ) 


(A) II。 (B) II ， (C)II ， (D)II ， 


6 设 数列 {z 的 前 项 和 加 =22 -10=12,3.)， 数 列 {12 1 满足 51=3, B= 二 QU+B (k=1,2,3....). 求 数列 


{2 的 前 mn 项 和 7 了. 

7 已 知 数列 和 人 满足 Ar Am2， = 民有 = 记 =xt+x 计 +...+x,， 则 下 列 结论 正确 的 
征 ( ) 

(DH0o0=—4,d100207a (BHo00=—0,S100=20-4 

(ONo00=—2,S$100=0—0 (DN00=—a,S100=2—a 


8 设 等 普 数 列 的 衣 项 及 公关 均 为 非 员 整数 ， 项 数 不 少 于 3， 且 各 项 的 和 为 972?， 则 这 样 的 数列 共有 


(  ) 
(2 个 (2)3 个 (CO)4 个 (CO5 个 
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9 各 项 均 为 实数 的 等 比 数列 {4} 前 及 7 项 和 记 为 $5， 若 全 10,530o=70， 则 S40 等 于 ( ” ”) 
(A) 150 (B) -200 ”(C)150 或 -200 ”(D)400 或 -50 


10 等 比 数列 gtlog,3,Qtlogs3,atlogs3 的 公 比 是 


BY 


A 


11 设 $=14243+…+neN， 求 有力 = (2?+32)3mi 的 最 大 值 . 


12 设 {a, } 为 等 差 数 列 ， 为 {0,} 等 比 数 列 》 日 pb = 4 ,Db, = 4, ,Db, = a, (a <a,) 又 
lm (4 DD, vt pb)=M2+1 ， 试 求 {4,} 的 首 项 和 公差 。 


A 


13 如 图 ， 有 一 列 曲线 已 知 名 所 围 成 的 图 形 是 面积 为 1 的 等 边 三 角形 ， 


二 | 
及 是 对 尽 讲 行 如 下 操作 得 到 ,将 有 的 每 条 边 三 等 分 ， 以 每 边 中 间 部 分 的 线段 为 边 ， 向 外 作 等 边 
三 角形 ， Oe = 0,12…) 记 5, 为 曲线 月 所 围 成 图 形 的 面积 . 


mS 
@D 求 数列 4 通 项 公式 ; @ 求 ze  . 


和 信 交 部 


A 


14 删 去 正 整数 数列 1,2,3,…… 中 的 所 有 完全 平方 数 ， 得 到 一 个 新 数列 .这 个 新 数列 的 第 2003 项 是 
(  ) (A)2046 (B)2047 (C)2048 (D)2049 

sR 
15 已 知 数列 90; 久 ;92…，04… 满足 关系 式 Qom 儿 0+ 4,)=18 目 4 =3， 则 厨 的 值 是 


16 Wm 轴 正 半 轴 上 的 点 列 {4 } 与 曲线 了 = 2+ (x+ 宇 0) 上 的 点 


列 (3,} 注 


-|08,|=- 一 ， 直 线 4B, 在 X 轴 上 的 截 距 为 4,， 点 B, 的 横 坐 标 为 B， 
A 


NHeN,., 
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CI) 证 明 w ,>CZ >»4, neN。 


7 十 ] 


CI) 证 明 有 we NWN ， 使 得 对 VW) 7 都 有 和 + 人 2004 


1 2 7 一 ] A 


1. 200,2. 4,=(21 -1) C7-1)..(2" -1) ,3. C,4. C,5.C 


6. T=2n+2”—1,7. A,8. C,9. A,10. = 


11. 当 n=8 时 ，fo) 取 得 最 大 值 ， 为 < 


12. 4 = -2,Z=22-2 


13. 了 略 


Do 11 一 3 
1 一 一 


16. 了 略 
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3 12 违 推 效 列 
1、 概 念 : 四 、 递 归 式 : 一 个 数列 {4,} 中 的 第 二 项 cv 与 它 前 面 知 干 项 Cr ， cy ，…， 
ZL 《Af<n) 的 关系 式 称 为 递归 式 。 @、 递 归 数 列 : 由 递归 式 和 初始 值 确定 的 数列 成 为 递归 数 
列 。 
2、 浓 用 方法 ， 累 加法， 迭代 法 ， 代 换 法 ， 代 入 法 等 。 
3、 思 想 策 略 : 构造 新 数列 的 思想 。 
4、 负 见 类 型 : 


类 型 和， 内 台 上 


A1 = 二 AQ (4 为 津 数 ) 

其 特例 为 : (1) gun=partg (pz#0) (2) a =past+qn) (p#0) 
(3) a =P(WDa+g (pz0) 

解 题 方法 : 利用 待定 系数 法 构造 类 似 于 “等 比 数列 ”的 新 数列 。 


、 nt2 一 1 A 0， I 天 0) 下 二 、 
类 型 ，j2m2 Pm 90 《二 阶 递归 ) 
全 | =2Z, =L(4,O 为 剃 数 ) 和 


解 题 方法 : 利用 特征 方程 x = pxr+g， 求 其 根 a、 BB ， 构 造 m = 4a”+ BB”， 代 入 初始 值 求 得 
A,p. 

类型 HI: ww = f(as) 其 中 函数 f(x) 为 基本 初等 函数 复合 而 成 。 

解 题 方 法 : 一 般 情 况 下 ， 通 过 构造 新 数列 可 转化 为 前 两 种 闫 型 。 


例题 讲解 


1 已 和 数列 to 清 足 以 下 递 明 关 系 | 


1 三 32v +4 有 
9 求 通 项 jy,。 


1 一 一 


Al 三 20, +(27—1) 
这 


2. 已 知 数列 (on) 注 呈 1 ， 求 通 项 4,。 
124 


1 三 iv +2 (1>2 加 
可 (> 人 ， 求 通 


1 一 


3 已 知 数列 {z 满足 | 项 zv。 


NR 二 Cnt = 34,, 2 \、 
4. 已 知 数列 | ， 求 通 项 zw。 


U1 =| ,2 = 
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下 载 资 料 


2 . 由 目 然 数 组 成 的 数列 fc }》， 满足 wz =1， QAmtn 三 Cop 十 Cp Hn, p> 


0. 己 知 数列 fe 满足 w =10， (n>1) ， 求 wm。 


4 
A 


7. 已 知 全 且 Aro)= 


(xX+2) 万 程 /(x)=x+ 有 唯一 解 ， DAE (xnewW) 求 


1 
2 


Xno 


8. 已 知 数列 {e 中，a =1， tm = (1 +4 + Mt24a, )， 求 m。 


9， 设 正 数列 {4,} 满 足 x? <w -ws， 证 明 qn < (CH=2, 3, 4, «:) 
AI 
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下 载 资料 


课 后 练习 


1. 已 知 数列 fe ,满足 以 下 递归 关系 ， 求 4 。 
(1) gr=1, a =50+12 (ZE ) 


(2) =1, dr =20s+h—l (neW) 


(3) 2 Qn+l1 三 a dn 十 ] (ZeE]V) 
1 十] 


(4 ) Mi 23 po /= hk (ZE 
A A 


(5) mi =1， 风 = 了 加 为 朋 z 项 和 ) 
(6) a =10, a =YNl0a, (n>2,newW) 


(7) 1 = 2 at 十 32v 


Ul = | 


2. 已 知 数列 fe 和 {BY 中 ，@1=-10，B=-13， 且 j=-20,+4+46,， Db =-50y+76,， 求 旨 , 
委 ,。 


3 . 已 知 zo=0， 1=Sr +V14z +1 (X=0, 1]，2，3，4， … ) 》 证 明 ze (ZE o 
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4. 已 知 数 列 {4,} 满足 : 4, =3” cos Marccos 3) ， 证 明 jy, 是 不 能 补 3 整除 的 整数 。 


$ 13 数学 归纳 法 
数学 归纳 法 是 用 于 证 明 与 正 整 数 妨 有 关 的 数学 命题 的 正确 性 的 一 种 严格 的 推理 方法 . 在 数学 
竞赛 中 占有 很 重要 的 地 位 . 
1. 数学 归纳 法 的 基本 形式 
《1) 第 一 数学 归纳 法 


设 人 H7) 是 一 个 与 正 整数 有 关 的 命题 ， 如 采 


OD 当 有 = (No EN) 时 ， 风 7 成 立 ; 
思 假 变 z = KK> ,fe WNW) 成立 由 此 推 得 w= 下 +1 时 ， 风 7 也 成 立 ， 那 么 ， 根 据 中 对 


一 切 正 整数 > ,时 ， A/ 力 成 立 . 
(2) 第 二 数学 归纳 法 


设 人 HA) 是 一 个 与 正 整 数 有 关 的 命题 ， 如 果 

OO 当 及 = 加 (AH, EN) 时 ， 有 及 力 成 立 ; 

思 假 设 ZRA KK> ,fe WN) 成 Y， 由 此 推 得 w=K+1 时 ， 有 A 有 7) 也 成 立 ， 那么 ， 根 据 册 对 
一 切 正 整 数 > 时， 及 力 成 立 . 


2. 数学 归纳 法 的 其 他 形式 
(1) 跳跃 数学 归纳 法 


DA=1,2,3,…,[ 时 ，AD,A2),PO)…,AD 成 立 ， 
加 假设 hn = 时 A 成立， 由 此 推 得 w= 人 + 7 时 ， 如 月 也 成 立 ， 那 么 ， 根 据 @O@ 对 一 切 正 


整数 1 时， 用 成 立 . 
(2) 有 反问 数学 归纳 法 


设 风 杂 是 一 个 与 正 整数 有 天 的 命题 ， 如 采 
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下 载 资 料 


OD 有) 对 无 限 多 个 下 整数 4 成 立 ; 
国 假设 刀 = 在 时 ， 命 题 A 及 成 立 ， 则 当即 = 人 -1 时 命题 AA 一 四 也 成 立 ， 那 么 根据 (DO 对 


一 切 正 整数 六 > 1 时 ， 内 力 成 立 . 
3， 应 用 数学 归纳 法 的 技巧 
(1) 起 点 前 移 ， 有 些 命题 对 一 切 大 于 等 于 1 的 正 整 数 正 整 数 都 成 立 ， 但 命题 本 身 对 
有 = 0 也 成 立 ， 而 且 验 证 起 来 比 验证 =1 时 容易 ， 因 此 用 验证 wy = 0 成 立 代替 验证 w=1， 同 理 ， 
其 他 起 点 也 可 以 前 移 ， 只 要 前 移 的 起 点 成 立 且 容易 验证 就 可 以 ， 因 而 为 了 便于 起 步 ， 有 意 前 移 起 
二 


(2) 起 点 增多 : 有 些 命题 在 由 有 =f 向 h= 在 +1 跨 进 时 ， 需 要 经 其 他 特殊 情形 作为 基础 ， 此 
时 往往 需要 补充 验证 东 些 特殊 情形 ， 因 此 需要 适当 增多 起 点 . 
(3) 加 大 跨度 : 有 些 命题 为 了 减少 归纳 中 的 困难 ， 适 当 可 以 改变 跨度 ， 但 注意 起 点 也 应 相应 


增多 


(4) 选择 合适 的 假设 方式 : 归纳 假设 为 一 定 要 拘泥 于 “假设 =f 时 命题 成 并 ”不 可 ， 需 要 
根据 题 意 采 取 第 一 、 第 二 、 跳 路 、 有 反问 数学 归纳 法 中 的 某 一 形式 ， 灵 活 选 择 使 用 . 

(5) 变换 命题 : 有 些 命题 在 用 数学 归纳 证 明 时 ， 需 要 引进 一 个 辅助 命题 帮助 证 明 ， 或 者 需要 
改变 命题 即将 命题 一 般 化 或 加 强 命题 才能 满足 归纳 的 需要 ， 才 能 顺利 进行 证 明 . 

5 归纳、 猜想 和 证 明 

在 数学 中 经 常 通过 特例 或 根据 一 部 分 对 象 得 出 的 结论 可 能 是 正确 的 ， 也 可 能 是 错误 的 ， 这 种 
不 严格 的 推理 方法 称 为 不 完全 归纳 法 . 不 完全 归纳 法 得 出 的 结论 ， 只 能 是 一 种 猜想 ， 其 正确 与 否 ， 
必须 进一步 检验 或 证 明 ， 经 常 采用 数学 归纳 法 证 明 . 不 完全 归纳 法 是 发 现 规律 、 解 决 问 题 极 好 的 
pi 


例题 讲解 
1. 用 数学 归纳 法 证 明 : 
(1+1)(1 t+ 


1 
37 一 2 


)>M3n+l (EN ,n>1) 


2. 已 知 对 任意 neNW ,n>21, a4,>0 有 Qt+w +……+0 =(Q + +… 十 4,) ， 求 证 : 
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3. 如 琳 正 整数 “不 是 6 的 倍数 ， 则 1986 一 1 个 是 7 的 倍数 . 


、 ww 、 O00 
4. 设 4,4,,…,4, 部 是 正 数 ， 证明 一 一 上 一 一 一 和 > /qi@,…a, . 


A 


5. 已 知 函 数 Ab 的 定义 域 为 [4,2] ， 对 于 区 间 [4,2] 内 的 任意 两 数 22Q 均 有 


c+d 


CC 


) < 5AA+ A 求证 ， 对 于 任意 艺 , 五 ,二 E[ 乙 如， 均 有 


五 十 刀 十 十 于 


A ) SLA) + A tt A 


6. 试 证 : 对 一 切 大 于 每 于 1 的 目 然 数 2 都 有 
27 十 ] 


SIn 


0 
] 
pe 二 COS20 十 …. 十 COS7ZZC = 


ysin 
2 
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下 载 资料 


7. 试 证 ， 对 一 切 自然 数 x (ww>1) 都 有 2”4+2>w. 


8. 证 明 : 任 一 正方 形 可 以 训 分 成 任意 个 数 多 于 5 个 的 正方 形 . 


] 
9. 设 0<Z<1，q 和 =1+2Z， 和 = 一 + 和 ， 求 证 : 对 一 切 Ze W 均 有 2, >1 
a 


A 


xl + (DD) 


10. 已 知 @ =0, =1，0 = 一 一 一 一 一 ， 求 证 : 对 一 切 he MV，4Q, 都 是 整数 . 
LN 
、 ] 1 ] 昌 2 
11 . 设 [0 dd ， 是 否 存 在 关于 正 整 数 的 函数 g(n) 使 等 式 
A 


AD+ A++ f(a-1)= g(W[/() 一 1 对 于 >2 的 一 切 自然 数 都 成 立 ? 并 证 明 你 的 结 
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12. 设 整数 数列 {Z } 满足 gm =1， =12，4, =20, 且 w ,=2C ,+24,, 一 4,. 证明: 任 
意 正 整数 A，1+ 42,Z 是 一 个 整 效 的 平方 . 


课 后 练习 


1 证 明志 攻克 了 桂 1 22 计生 nw 于 2 能 赴 31 米 险 : 


2. 设 妨 个 小 于 6 的 目 然 数 ， 证 明 : 可 以 将 一 个 正三 角形 分 成 个 较 小 的 正三 角形 . 


1 


A—1 


3. 用 数学 归纳 法 证 明 : 


人 Re 
2 4 
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下 载 资料 


re 1 1 
4. 设 思 为 目 然 数 ， 求 证 : 1+ 一 + 一 + 一 <2. 
2 3 A/ 


5， 对 于 自然 数 # (>3) ， 求 证 : 4"! > (n+1)”. 


A +(-1D)” 


6. 已 知 O =@, =1, 4,, = ， 求 证 : 对 于 一 切 Ze MN ，2Z 是 整数 . 
a 


A 


7. 设 有 2 个 球 分 成 了 许多 扒 ， 我 们 可 以 任意 选 围 、 乙 两 堆 来 按照 以 下 规则 挪动 : 奉 甲 戴 盆 
望 天 的 球 效 乙 不 小 于 乙 扒 的 球 数 9， 则 从 甲 堆 合 9 个 球 放 蕉 乙 扒 ， 这 样 算是 挪动 一 次 . 证 明 : 可 
以 经 过 有 限 次 挪动 把 所 有 的 球 合并 成 一 堆 . 
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8. 已 知 数列 {4,} 满 足 : 4 =3, a, =8, 4(a,, +a,,)=3a,+5n -24n+20 (n>3), 


试 证 : ,= 7 2 


$ 14 不 等 式 的 证 阴 


不 等 式 在 数学 中 占有 各 要 地 位 ， 由 于 其 证 明 的 困难 性 和 方法 的 多 样 性 ， 而 成 为 竞 完 和 电 考 的 
热门 题 型 . 

证 明 不 等 式 就 是 对 不 等 式 的 左右 两 边 或 条 件 与 结论 进行 代数 变形 和 化 归 ， 而 变形 的 依据 是 不 
等 式 的 性 质 ， 不 等 式 的 性 分 类 罗列 如 下 : 


不 等 式 的 性 质 : C>Z 全 ZIZ-pO>0Z<O 仗 Z 一 0<0. 这 是 不 等 式 的 定义 ， 也 是 比较 法 的 依 
据 . 
对 一 个 不 等 式 进 行 变形 的 性 质 : 
(1) 4>2 仿 5<a (对 称 性 ) 
(2) 4 >2 售 4+c> B+c【〔 加 法 保 序 性 ) 


(3) a>02b,c>0 和 Ac>2oca> b,c<0O ac< oe. 


(4) a>2>0=Sa” >2",4a > /p(n E NV*). 
对 两 个 以 上 不 等 式 进行 运算 的 性 质 . 


(1) >0O>c 一 和 >c (传递 性 ) .这 是 放 缩 法 的 依据 . 
(2) a>bc>adOatc>o+d. 


(3) a>b,c<d 一 2 一 cC>O- 忆 
(4) a>02>0,d>ce> 0 二 2 > ,0d7 >be 


C 
含 绝对 值 不 等 式 的 性 质 : 
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下 载 资 料 


(1) |xl<a(a>0)SOr Sa OO-a<rsa. 
(2) [| x aa>0)Or a SO rAdr< -a. 
(G3) 21-15l<iatBl4 al+|5| (三 角 不 等 式 ) ， 


(4) 10 +C2 十 二 0 本 OO+ |+:…+|a,|. 

证 明 不 等 式 的 常用 方法 有 : 比较 法 、 放 缩 法 、 变 量 代 换 法 、 反 证 法 、 数 学 归纳 法 、 构 造 函 数 
方法 等 .当然 在 证 题 过 程 中 ， 第 可 “由 因 寻 果 ” 或 “ 执 果 索 因 ”. 前 者 我 们 称 之 为 综合 法 ， 后 者 称 为 
分 析 法 .综合 法 和 分 析 法 是 解决 一 切 数学 问题 的 利用 全 略 ， 分 析 问 题 时 ， 我 们 往往 用 分 析 法 ， 而 整 
理 结 果 时 多 用 综合 法 ， 这 两 者 并 非 证 明 不 等 式 的 特有 方法 ， 只 是 在 不 等 式 证 明 中 使 用 得 更 为 突出 
而 已 .此 外 ， 其 体 地 证 明 一 个 不 等 式 时 ， 可 能 交 蔡 使 用 多 种 方法 . 


例题 讲解 


1. 4,0,c>0, 求 证 : ab(4+D)+oALD+O)+ca(c+a) 2 6abc. 


at+ot+c 


2. 4,b,c>0， 求 证 : bc > (abc) 3 


2 2 2 2 2 2 3 3 3 

、、 2 十 DO pbp +c Cc° +a a pb Cc 
3. : 4,2b,ceR', 求 证 4+ B+c< 十 十 < 一 十 一 十 一 . 
2 24 2p pc ca OO 
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4. 设 o ,20 EN ， 且 各 不 相同 ， 


1 1 ] 
求证 : ET 
7 光 ”3 7 


5. 利用 基本 不 等 式 证 明 o +8 +c >4B+bec+t+cea. 


6. 已 知 Z+ZO=1ZO>0, 求 证 :co 十 L > 二 


7. 利用 排序 不 等 式 证 明 C < 4 


1 


7 十 ] 


. . 1 
8. 证 明 : 对 于 任意 正 整数 RR， 有 (1+ 一 )”< (1+ 
A 
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一 | 


1 
9. 有 7 为 正 整 数 ， 证 明 : A 一 <1+ 了 + 
A 


课 后 练习 


1. 选择 题 

(1) 方 程 x*-y=105 的 正 整数 解 有 (  ). 

(A) 一 组 (B) 二 组 ”(C) 三 组 ”(D) 四 组 

(2) 在 0,1,2,…，50 这 51 个 整数 中 ， 能 同时 被 2，3， 4 整除 的 有 ( ). 


《C293 个 (B) 直 个 《CY 5 个 (DT)6 个 


2. 填 容 题 
(1) 的 个 位 数 分 别 为 及 


1686 2000 


(2) 满足 不 等 式 10 "入 A 乏 10” 的 整数 A 的 个 数 是 xX 10%+1， 则 x 的 值 


(3) 已 知 整数 了 被 7 除 余数 为 5 那么 只 衫 7 除 时 余数 为 
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(9 求 出 任何 一 组 满足 方程 x -51y 守 1 的 卓然 数 解 x 和 y 


3. 求 三 个 下 整数 x、y、z 满足 


] 1 1 4 


一 + 二 + 二 = 一 
TY 2 2 


4. 在 数列 4，8，17，77，97，106，125，238 中 相 邻 若干 个 数 之 和 是 3 的 倍数 ， 而 不 是 
9 的 倍数 的 数组 共有 多 少 组 ? 


A 
5. 求人 3 2 的 整数 解 . 


6. 求证 下 =888822 +3377 可 被 37 整除 . 


Ky 


_ 
7， 求 满足 条 件 ”一 砂 + 六 了 的 整数 x，y 的 所 有 可 能 的 值 ， 


8. 已 知 百 角 三 角形 的 两 直角 边 长 分 别 为 1 厘米 、m 厘 米 ， 笠 边 长 为 n 厘米 ， 且 1，m，n 
均 为 正 整数 ，1 为 质数 .证 明 : 2 (1+mtn) 是 完全 平方 数 . 


2 一 疗 2 一 | 
9. 如 果 pb、q、 号 、 2 都 是 整数 ， 并 且 b>1，dq>1， 试 求 b+d 的 值 . 


课 后 练习 答案 
1.D.C. 
2. (1)9 及 1. 
WO 
(3) 4. 


(4) 原 方程 可 变形 为 xX2= (7y+l) 人 2y(y-7)， 令 y=7 可 得 x=50. 
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3. 不妨 设 x 过 y 雪 zz 则 XxX 5, 故 x 志 3. 双 有 Xx 3 故 x 之 2. 车 x=2, 则 了 2 10, 故 


es 
y 委 6. 又 有 了 了 ” 岂 , 故 y 宇 4. 车 y=4, 则 z=20. 车 y=5, 则 大 10. 车 y=6, 则 z 无 整数 解 . 若 x=3， 
类 似 可 以 确定 3 三 y 三 4, y=3 或 4, z 都 不 能 是 整数 . 


4. 可 仿 例 2 解 . 


5， 分 析 : 左边 三 项 直接 用 基本 不 等 式 显 然 不 行 ， 考 察 到 不 等 式 的 对 称 性 ， 可 用 轮换 的 方法 


略 解 ，&* + > 24b, 同 理 B8* 0c >2pcc +4”>2ca; 三 式 相 加 再 除 以 2 即 得 证 . 
评述 : (1) 利用 基本 不 等 式 时 ， 除 了 本 题 的 轮换 外 ， 一 般 还 须 和 营 握 添 项 、 连 用 等 技巧 . 
2 2 2 


MN :十 十 ， 可 在 不 等 式 两 边 同 时 加 上 和 十 区 十 十 二 十 二 
4, -3 | 


再 如 证 (4+1(2+1(a+c) (6+c) >2564 Pc (4,0,c >0) 时 ， 可 连续 使 用 基本 不 等 


2 二 DO、， 0 十 


2 
(2) 基本 不 等 式 有 各 种 变 式 如 (人 人)? < 一 全 等 但 其 本 质 特征 不 等 式 两 边 的 次 数 有 
RE 


6. 8888 夺 8 (mod37), .. 8888” “二 8 (mod37). 


7777 三 7 (mod37), 77773333 寺 73 (mod37) , 88882222+77773333 二 (82+73) qn0d37), 而 
82+73=407, 37 1407, ..37|N. 


7. 简 解 : 原 方程 变形 为 3x2- (3y+7) x+3y2-7y=0 由 关于 x 的 二 次 方程 有 解 的 条 件 八 宇 0 及 y 
为 整数 可 得 0 三 y 三 5, 即 y=0, 1 2, 3, 4, 5. 逐一 代入 原 方程 可 知 , 原 方 程 仅 有 两 组 解 (4, 5)、 
(5, 4). 


8. 124m2=n2 1 二 (n+m (n-m). 1 为 质数 , 且 ntim>nm>>0 “ntm=12, n-m=1. 于 是 
ne Pe 2m=12-1 2 (1+m+1)=21+2+2m=12+21+1= (1+1)2. 即 2(1+mt+1) 是 完 


pl _ jp 2 — 1 
9. 易 知 p 关 q, 不妨 设 p>q. 令 了 了 =n, 则 m>n 由 此 可 得 不 定 方程 (4- 
mn) p=m+2, 解 此 方程 可 得 pb、q 之 值 . 
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1. 证 明 : … ZOLC+O)+Oc(O+OD+colc+OW 力 -60cOc 


= LO +c-2pa+O +c -2ac)+c(a’ + -2aD) 
= CO-c +Ac-O +c(a—D)’ 
>0 


“. AO(a+ 0)+oOc(O+e)+ca(c+a)2> 6a8c. 
评述 : (1) 本 题 所 证 不 等 式 为 对 称 式 〈 任 意 互 换 两 个 字母， 不 等 式 不 变 ) ， 在 因 式 分 解 或 
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配方 时 ， 往 往 采 用 轮换 技巧 .再 如 证 明 4 ”+P 二 c > A460+ bc+ca 时 , 可 将 4” + 
,1 
(4B+ bc+ ca) 配 方 为 sla- +(5 一 QO +(c-a) ]， 亦 可 利用 4* + 和 > 24b， 


pp +c >22bc,c +a” >2ca，3 式 相 加 证 明 . (2)〉 本 题 亦 可 连用 两 次 基本 不 等 式 获 证 . 


2. 分 析 : 显然 不 等 式 两 边 为 正 ， 且 是 指数 式 ， 故 尝试 用 商 较 法 . 
不 等 式 关 于 4,DB,c 对 称 ， 不 妨 4>2B>c 则 4g-2B,Bbp-ca-ceR', 是 


BN> 


? 


Ah 
9 
pec 


< 都 大 于 等 于 1. 
C 


pc’ 2 

Ee 3 3 3 _ 3 3  ， 3  ， 3 : 3  ， 3 

i bp C 三 友 a bp bp Cc C 
(COc) : 
2 一 DO Db-—c 2 一 C 
2 一 0 一 0 一 
= OO? >1. 
LO Cc 


C 
评述 ，(1) 证 明 对 称 不 等 式 时 ， 不 妨 假定 2 个 字母 的 大 小 顺序 ， 可 方便 解 题 


(C2) 本 题 可 作 如 下 推广 : 着 4>0(7=1,2,)…, 用 ), 则 4 "4a,?…4,”> 


2 十 CD 十 … 十 Qi 


(3) 本 题 还 可 用 其 他 方法 得 证 。 因 4&4 8B > 4 8B”， 同 理 poc* > pecsc a > ceie， 


另 4“B*c > QB’c“ ，4 式 相 乘 即 得 证 . 
(4) 设 4>25>c>0, 则 lg a>lg 5> lg c 例 3 等 价 于 Qlg 4+Pblg 5>alg D+ Dlg a 类似 例 4 可 证 


aleg 4+0olg b+clg c> alg b+ olg ct+cls a> alg c+2lg 5+ clg 2 事实 上 ， 一 般 地 有 排序 不 等 
却 〈 排 序 诛 理 ) : 


设 有 两 个 有 序数 组 O < 4, <… <4,,B < 和 …< 罗 ， 则 a16 +4P, +…+ 4 (顺序 和 ) 
> OO + 人 DO +…+4,65,，( 乱 序 和 ) 


>0O0 +OO +… 十 QB 《逆序 和 ) 


其 中 万, 广大 征 ;27 的 任 一 排列 . 当 且 仅 当 wo = 2 =…=4, 或 BD = =…=D, 时 
等 号 成 立 . 


排序 不 等 式 应 用 较为 广泛 《其 证 明 略 》， 它 的 应 用 技巧 是 将 不 等 式 两 边 转化 为 两 个 有 序数 组 


的 积 的 形式 .如 a,b,ce RI 时 4034+ +o 204b+b ectoeaSada.:a+b .bite ec 
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2 2 2 
2 2 » a 0 ec » 1 ,1 ，l1、，1l1 ，1l1 ,ll 
2 OF PE “= 0 i 
C a DO 区 a a DO C 


3. 思 路 分 析 : 中 间 式 子 中 每 项 均 为 两 个 式 子 的 和 ， 将 它们 拆 开 ， 再 用 排序 不 等 式 证 明 . 
不 妨 设 Z>ZO>c 则 i > 3 ， 则 tt ( 乱 序 和 ) 
人 


C LDO 4 区 
2 2 ] 2 ] \、 == 2 L 2 1 2 ] 
> 0 一 + 一 +C 一 ( 道 序 和 ) ， 同 理 4 :一 +0 :一 +c :一 ( 乱 序 和 ) 
a bp a C a bp 
1  、 、 , ee I 
>Y .二 +B :一 +C .一 (逆序 和 ) 两 式 相 加 再 除 以 2， 即 得 原 式 中 第 一 个 不 等 式 .再 考虑 数组 
Cc 
Fo ， 仿 上 可 证 第 二 个 不 等 
pc ac ab 
4. 分 析 : 不等式 右边 各 项 委 = zw .一 ， 可 理解 为 两 数 之 积 ， 尝 试用 排序 不 等 3 
I I 
设 B,B,,…,D, 是 4 ,4,,…, 0 的 重新 排列 ， 满足 < LDO < DO， 
1 1 1 
ee 
ph p a 
所 以 a i 2 es + 一 .由 于 入 ,02 是 互 不 相同 的 正 整数 ， 故 
A A 
”hb, DO 1 | 人 
万 > 万 >2 ;2 > 叉 从 而 有 多 + 竺 + 乞 >1+ 和 
2 3 A 2 A 


评述 ， 排 序 不 等 式 应 用 广泛 ， 例 如 可 证 我 们 熟悉 的 基本 不 等 式 ，4? + > ZOL 


T+4+o +e > .b+4+0 cto :d=4.4b+b. becte.ca>a.becth.acte.ab= 3apbc 


5. 思 路 分 析 ;， 左边 三 项 直接 用 基本 不 等 式 显 然 不 行 ， 考 察 到 不 等 式 的 对 称 性 ， 可 用 轮换 的 方法 . 
0 十 b” > 24b, 同 理 6*+c > 2Bc,c” +a”>2ca; 三 式 相 加 再 除 以 2 即 得 证 . 
评述 : (1) 利用 基本 不 等 式 时 ， 除 了 本 题 的 轮换 外 ， 一 般 还 须 掌 握 添 项 、 连 用 等 技巧 . 


之 


2 2 
A 十 二,， 可 在 不 等 式 两 边 同时 加 上 x + 十 … 十 Xx, 十 浇 . 


再 如 证 (4g+1(2+1)(a+c) (8+c) >2564 Pc (4,D,c >0) 时， 可 连续 使 用 基本 不 等 于 


(2) 基本 不 等 式 有 各 种 变 式 ” 如 (二 一 < 一 全 等 .但 其 本 质 特 征 不 等 式 两 边 的 次 数 及 系数 


| 
6。 思路 分 析 : 不 等 式 左边 是 ga、5 的 4 次 式 ， 右 边 为 常数 ， 如 何 也 转化 为 a、5 的 4 次 式 电 
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要 证 4 + 人 PD > 二 即 证 Z 十 分 > (0+ 四 


评述 : (1) 本 题 方法 具有 一 定 的 普遍 性 .如 已 知 蕊 十 友 十 二 = 区 >0, 求 证 右 十 厂 


] 三 
十 要 > 5. 右 侧 的 3 "理解 为 5G 时 二 寺 业 :二 如 已 向 六 二 加 和 十 辐 二 0 求证 六 加 和 十 沪 于 


3 人 
+ 如 < 0， 此 处 可 以 把 0 理解 为 &(™ + 二 十 为 ) ， 当 然 本 题 男 有 简 使 证 法 . 


(2) 基本 不 等 式 实际 上 是 均值 不 等 式 的 特例 .一 般 地 ， 对 于 个 正 数 4,4),…4,) 


调和 平均 7, = 一 一 
一 一 十 一 十， 十 一 -一 
a a, a, 
几何 平均 Cr = ja 4,*…a, 
全 术 平声 4 t+ 
| A 
平方 平均 O = Ar 十 CD 十 :十 CO 
之 
这 四 个 平均 值 有 以 下 关系 : H,<O0,<A,<O,; 其 中 等 号 当日 仪 当 Yi =…=4, 时 


成 六 . 


7.， 证 明 : 令 有 b= 2 ,7 二 4,2,… 加 则 BB…B, =1， 故 可 取 江 ,，…x， > 0， 使 得 


= 守之 由 排序 不 等 式 有 : 
未 


4, 1 m At 


eh 
4, 4 未 ] 


] ] ] ，、 
> 和 一 十 和 :一 十 十 寺 一 《 逆 序 和 ) 
4 +4, 4 


—J，, 
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评述 :对 二, ,二 各 数 利用 算术 平均 大 于 等 于 几何 平均 即 可 得 ，C < 了， 
A U4) 2 
8 分 析 : 原 不 等 式 等 价 于 昼 (1+)” ， 故 可 设法 使 其 左边 转化 为 n 个 数 的 几何 平均 ， 
AI 
而 右边 为 其 算术 平均 . 


s+)” = arb). +t) < +) Qf) tl- Eo 
A n+l 1 十 ] 
A 1 


评述 I 式 证 明 不 等 式 的 关键 是 通过 分 拆 和 转化 ， 使 其 两 边 与 均值 不 等 式 形 
式 相近 .类 似 可 证 (1 二 2) “(le 本 
A n+l 
(2) 木 题 亦 可 通过 未 项 展开 并 比较 对 应 项 的 大 小 而 获 证 ， 但 较 紧 
9. 证 明 : 先 证 左边 不 等 


1 1 1 

1 1 1+ 一 十 一 十 … 十 一 

> 1 1 1 = 7 3 > 

A[(1+) ”一 <1+ 一 二 一 十 … 二 一 仿 (1+7 有 ”一 1 < 一 一 一 一 一 一 
2 A A 


1 1 1 
TL 
OO (I+)”< 4 
A 


1 A 
2 A 


SO (+n)” < 3 
A 
or CO 
St+A<— (©) 
A 
4 1 二 1] 


A A 
(*) 式 成 立 ， 故 原 左边 不 等 式 成 立 . 
其 次 证 右边 不 等 式 


1 
和 . 
2 3 72 


1 ] (4 D+..4( 1) 
OH I 
A—l A nA—l 
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] 2 7 一] 
一 十 一 十 一 十 一 一 一 


3) 
A 1 一] 


(**) 式 恰 符合 均值 不 等 式 ， 故 原 不 等 式 右 边 不 等 号 成 芯 . 


$ 15 不 等 式 的 应 用 


1. 排序 不 等 式 〈 又 称 排 序 原 理 ) 


设 有 两 个 有 序数 组 O < 4, < <O 及 OO<OES <O 


A 
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则 5 二 42D, 十 … 十 0,0,〈( 同 友和 ) 
二 


2 ”72 


>00 +0OO +… 十 4,6 ( 道 序 和 ) 


其 中 也 ,…, 记 是 1，2，…，7 的 任 一 排列 . 当 且 仅 当 w=4,=…=4, 或 
b= b=…= D, 时 等 号 (对 任 一 排列 六 ,万 ,…,) 成 六 . 


2， 应 用 排序 不 等 式 可 证 明 “平均 不 等 式 ”， 


设 有 7 个 正 数 4 ,4,,…, 4 的 算术 平均 数 和 几何 平均 数 分 别 是 


+a 十 :十 0 
了 = 和 


此 外 ， 还 有 调和 平均 数 〈 在 光学 及 电路 分 析 中 要 用 到 


72 

太 = 一 一， 
1 1 1 
一 一 十 一 十 …' 十 一 一 
a ad, a 


A 


和 平方 平均 (在 统计 学 及 误差 分 析 中 用 到 )》 


2 2 2 
a 十 0 十 … 十 GZ 


0, = 一 这 四 个 平均 值 有 以 下 关系 用 <0G,<4<0,. ®® 
3. 应 用 算术 平均 数 一 一 几何 平均 数 不 等 式 ， 可 用 来 证 明 下 述 重 要 不 等 式 . 

柯 西 (Cavchy) 不 等 式 : 设 4、4,、4,;，"…，4, 是 任意 实数 ， 则 

(0B +A,Db, ++a,b,) <S(a ta t+ (Pb +h ++ 0). 
等 号 当 且 仅 当 Db = Kf4,(f 为 常数 ，7=1,2,…,7) 时 成 立 . 
4. 利用 排序 不 等 式 还 可 证 明 下 述 重要 不 等 式 . 


切 比 雪夫 不 等 式 : 若 Z <4, <<O，O<SO<<O ， 


A 


QD + Ab, ++ 0, ~、 M+ ++h, 2 +hb,+:…+D, 
A A A 


则 
例题 讲解 


1. 4,0,c>0, 求 证 : COLCA+OH+OcO+OD+coc+2)>0c2Oc. 
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at+ot+c 


2. 4Q,b,c>0， 求 证 : 4b?c >(abc) 3 


db 2+c Ota a 


3. : OOcep 求证 zZ+ZOH+c< . 
2c 24 2 pec ca ab 


4. 设 o ,0 EN ， 且 各 不 相同 ， 


本 1 1 ] 
求证 : [en 
2 A 之 3 A 
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下 载 资料 


5. 利用 基本 不 等 式 证 明 六 十 广 +c 必 >CZOAZc+c& 


6. 已 知 Z+ZO=1,2O>0, 求 证 ，i +P > 二 


7. 利用 排序 不 等 式 证 明 C < 也 


8， 证 明 : 对 于 任意 正 整 数 有 R 有 (4)”<(+ —)" 
AI 


ZI 十 


] 一 ] 
9. 7 为 正 整 数 ， 证 明 : A+ lt 
A 
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1. 证 明 : … 2O(ZC+O)+OcO+c+coc+O -02Oc 


= Aap +e -280 +L +e -2a2c)+c(a + 太一 2 
= LO-c +Ac-O +c(a-D) 
>0 


“.AaMa+D)+oAOt+c)+ca(c+a)> 6a0bc 
评述 : (1) 本 题 所 证 不 等 式 为 对 称 式 《任意 互 换 两 个 字母 ， 不 等 式 不 变 ) ， 在 因 式 分 解 或 


配方 时 ， 0 再 如 证 明 ++P 二 Cc* > A460+ Lbc+c4a 时 ,可 将 4 + 
一 (COT pc+ cq) 配 方 为 上 l(a- 有 +(5 一 QO ”+(c-4) ]， 亦 可 利用 4? +b > 24b， 


pp” +c >22bc,c*+a ”>2ca，3 式 相 加 证 明 . (2)〉 本 题 亦 可 连用 两 次 基本 不 等 式 获 证 . 


2. 分 析 : 显然 不 等 式 两 边 为 正 ， 且 是 指数 式 ， 故 洋 试 用 丙 较 法 . 


DO 
不 等 式 关 于 4,DB,c 对 称 ， 不 妨 4>B> cag-b,bp-ca-ceR', ee = 
4 入 
一 都 大 于 等 于 1. 
C 
> c 2a4-b-c 22-a-c 2c-a-o 2 Aa—c pb-a Db-c C 一 0 c-2 
Z2 < 一 303 rc 3 本 pp De 
2+OTC 
(COZ) 


-GO OF (oa 
评述 (1) 有 对 称 不 等 式 朵 | 不 妨 假定 2 个 字母 的 大 小 顺序 ， 可 方便 解 题 . 


(2) 本 题 可 作 如 下 推广 : 若 >0C=12 7 让) 则 ai ”> 


(0 0 


(3) 本 题 还 可 用 其 他 方法 得 证 。 QB > 02， 同 理 pice > bc’,ca” >c202， 


另 4 pc > obcc，4 式 相 乘 即 得 证 . 
(4) 设 z>O>c>0 则 lgz>lgp>lgc 例 3 等 价 于 clgcz+OlgO>cZlgO+Olg 4, 类 似 例 4 可 证 
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aleg 4+2olg b+clg c> alg b+ olg ct+cls a> alg c+2lg 2+clg a. 事实 上 , 一般 地 有 排序 不 等 
去 《排序 原理 ) : 


设 有 两 个 有 序数 组 4 < 4 <…<4,b <b <…< Db, 则 QB +4,0, +T…+20O (顺序 和 ) 
> 010 + 4,0, 十 … 二 OO 〈 乱 序 和 ) 


>0O0 +TOO +…+2D 〈 送 序 和 ) 


其 中 ,有 轧 ,…, ,是 1,2,…,7 的 任 一 排列 . 当 且 仅 当 4 = 4, =…= 4 或 5 = b=…= Db 时 
等 号 成 立 . 


排序 不 等 式 应 用 较为 广泛 《其 证 明 略 》， 它 的 应 用 技巧 是 将 不 等 式 两 边 转化 为 两 个 有 序数 组 


的 积 的 形式 .如 4,b,ce RI 时 44+ +o 204b+bctoeaSada.:a+b .bite ec 


>4 .b+D cto A | Pe WR Bs 
LO EE LO C a a 可 
3. 思 路 分 析 : 中 间 式 子 中 每 项 均 为 两 个 式 子 的 和 ， 将 它们 拆 开 ， 再 用 排序 不 等 式 证 明 . 
不 妨 设 Z>O>c 则 六 > 六 2 ， 则 有 有 ( 乱 序 和 ) 
C LO 0 fm 2 LDO 
2 2 ] 2 ] > = 2 1 多 ] 2 ] 
>0 :一 +0 :一 +C :一 ( 道 序 和 ) ， 同 理 2: 一 +2 :一 +c :一 ( 乱 序 和 ) 
a DO 4 本 a pb 
1 1 _.、 、 oe Pr 本 
> 六 .二 上 + 矿 . 二 + 必 : 二 (逆序 和 ) 两 式 相 加 再 除 以 2， 即 得 原 式 中 第 一 个 不 等 式 .再 考虑 数组 
a 2 
2 ， 仿 上 可 证 第 二 个 不 等 
bc ac 2O 
4 分析: 不 等 式 右边 各 项 乞 = zx .二 ， 可 理解 为 两 数 之 积 ， 尝 试用 排序 不 等 3 
1 1 


设 刀 ,b,,…,6B 是 4,4,,…, 4 的 重新 排列 ， 满足 6 <b <…<5b， 


1 1 1 
0 


所 以 4+ 狂 + 鱼 +…+ 生 > + 入 + 全 + + 儿 .由 于 态 , 妨 ,…b, 是 互 不 相同 的 正 整数 ， 故 
A 


A 


六 >1 >2,…,0, 二 1 从 而 和 + 伟 + 舍 f+ 各 21+ 了 + 原 式 得 证 . 
A A 


评述 : 排序 不 等 式 应 用 广泛 ， 例 如 可 证 我 们 熟悉 的 基本 不 等 式 ，C + 和 4:85+P: a 


T+4+o +e > .b+0 cto :d=4.4b+b. becte.ca>a.bcth.acte.ab= 3apbc 


5. 思 路 分 析 ， 左 边 三 项 直接 用 基本 不 等 式 显然 不 行 ， 考 察 到 不 等 式 的 对 称 性 ， 可 用 轮换 的 方法 
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下 载 资 料 


4 十 D> 24D, 辐 理 6* 0 >2pcco ”+A” > 2ca; 三 式 相 加 再 除 以 2 即 得 证 . 
评述 : (1) 利用 基本 不 等 式 时 ， 除 了 本 题 的 轮换 外 ， 一 般 还 须 掌握 添 项 、 连 用 等 技巧 . 


2 


2 2 
pe :十 二， 可 在 不 等 式 两 边 同时 加 上 x se 
加， 寺 Nh 


再 如 证 (4+1(2+1(a+c) (+ >2564 Pc (4,2,c >0) 时 ， 可 连续 使 用 基本 不 等 了 


(2) 基本 不 等 式 有 各 种 变 式 “如 (2+2 i) < 全 全 等 但 其 本 质 特征 不 等 式 两 边 的 次 数 及 系数 


ee 
6。 思路 分 析 : 不 等 式 左边 是 ga、5 的 4 次 式 ， 古 边 为 常数 ， 如 何 也 转化 为 a、5 的 4 次 式 呢 


要 证 4 十 信 > 二 即 证 Zi 十 分 > (+ 四 


评述 : (1) 0 已 知 基 十 友 十 五 二], 之 0, 求 证 而 十 帮 


十 如 > 二. 右 侧 的 可 理解 为 0 再 如 已 知 t 十 二 十 妨 = 0， 求 证 ;tt 十 元, 九 


+ 和 石和 0， 此 处 可 以 把 0 理解 为 -0 + x 十 九 ) ， 当 然 本 题 男 有 简 使 证 法 . 


(2) 基本 不 等 式 实际 上 是 均值 不 等 式 的 特例 .〈 一 般 地 ， 对 于 7 个 正 数 o ,0 2 ) 


72 
1 1 ] 
一 一 十 一 一 十 … 十 一 一 
a 0 a 


几何 平均 G, = op 


调和 平均 这 = 


0 十 2 +**+d 


算术 平均 4 = 一 一 一 
A 
平方 平均 O - Qt 十 CD 十 十 0 
2 
这 四 个 平均 值 有 以 下 关系 : < G <4<O， 其 中 等 号 当 且 仅 当 CO = 4, =…= 4, 时 


成 六 . 


=1,2,…,7) 则 BB,…D,=1， 故 可 取 才 ,加 ,…t, > 0， 使 得 


他 
7. 证 明 : 令 0 = 一 一 ， 
0, CG 
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A We 
4, 4; 4 1 
pb +h,+:…+0 
= 
4 3 4 


0 
XX 未 


] 飞 ? A 
二 + 一 + 二 >1 即 二 > 
5 C 
、 NIY ] ] 
评述 :对 一 ,一 


,…, 一 各 数 利用 算术 平均 大 于 等 于 几何 平均 即 可 得 ，C < 4 
人 


2 A 


3 分 析 : 原 不 等 式 等 价 于 e(L+)”<1+ 一 -一 ， 故 可 设法 使 其 左边 转化 为 n 个 数 的 几何 平 ， 
AI 有 十 
而 右边 为 其 算术 平均 . 


a +)” oe SE EAA 
A 有 | A A A 77 1 十 ] 1 十 ] 
一 一 
7 个 


atl 
评述 : (1) 利用 均值 不 等 式 证 明 不 等 式 的 关键 是 通过 分 折 和 转化 ， 使 其 两 边 与 均值 不 等 式 形 
式 相近 . 关 似 可 证 (1+ 二 dae 是 本 0 
A A 


十 ] 
(2) 本 题 亦 可 通过 逐 项 展开 并 比较 对 应 项 的 大 小 而 获 证 ， 但 较 繁 . 
9. 证 明 : 先 证 左边 不 等 式 
1 1 
1 1 1 十 一 十 一 十 … 十 一 
= 1 1 ] = 2 3 A 
A[(1+) ”一 1<1+ 一 二 一 十 … 二 一 仿 (1+7 有 ”一 1 < 一 一 一 一 一 一 一 
2 A A 
1 


1 
和 


OO (+ 让 "< 一 一 全 
A 


1 (4D 44D FED + +4D 
S++7<— = 3 2 


AI 
7 卫生 ZT+1 
ofin<— 2 3 7 3 (*) 
AI 
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3 4 1 十 ] 
2 十 一 十 一 十 … 十 一 一 本 
< 全 > 引 2+ 二 + 一 +… 和 + 一 =A/n+l. 
A 3 A 
(*) 式 成 立 ， 故 原 左边 不 等 式 成 并 . 
其 次 证 石 边 不 合式 
1 
ee 
2 3 A 
质 司 Po 本 
17 一 2 2 3 AI 
7 一 ] A A—l 
1 —1 
一 十 十 一 十 一 
心 A < 这 2 7 (** ) 
A n—l 


(**) 式 恰 符合 均值 不 等 式 ， 故 原 不 等 式 右边 不 等 号 成 
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$ 16 排列 ， 组 合 
1， 排 列 组 合 题 的 求解 策略 


(1) 排除 : 对 有 限 条 件 的 问题 ， 先 从 总 体 若 夸 ， 册 把 不 符合 条 件 的 所 有 情况 排除 ， 这 是 解决 
排列 组 合 题 的 常用 策略 . 

(2) 分 类 与 分 步 

有 些 问 题 的 处 理 可 分 成 若干 类 ， 用 加 法 原理 ， 要 注意 每 两 类 的 交集 为 空 集 ， 所 有 各 类 的 并 集 
是 全 集 ; 有些 问题 的 处 理 分 成 几 个 步骤 ， 把 各 个 步骤 的 方法 数 相 乘 ， 即 得 总 的 方法 数 ， 这 是 乘法 
原理 . 

(3) 对 称 思想 : 两 类 情形 出 现 的 机 会 均等 ， 可 用 总 数 取 半 得 每 种 情形 的 方法 数 . 

(4) 插 空 ， 茶 些 元 素 不 能 相 邻 或 某 些 元 素 在 特殊 位 置 时 可 采用 插 衬 法. 即 先 安排 好 没有 限制 
条 件 的 元 素 ， 然 后 将 有 限制 条 件 的 元 素 按 要 求 插 入 到 排 好 的 元 素 之 间 . 

(5) 捆绑 : 把 相 邻 的 大 和 干 特殊 元 素 “ 捆 绑 ” 为 一 个 “大 元 素 ”， 然 后 与 其 它 “ 普 通 元 素 ” 全 
排列 ， 然 后 再 “松绑 ”， 将 这 些 特殊 元 素 在 这 些 位置 上 全 排列 . 

(6) 隔 板 模型 : 对 于 将 不 可 辩 的 球 帮 入 可 状 的 盒子 中 ， 求 装 的 方法 数 ， 币 用 隅 板 模型 . 如 将 
12 个 完全 相同 的 球 排 成 一 列 ， 在 它们 之 间 形 成 的 11 个 缝 隐 中 任意 插入 3 块 隔 板 ， 把 球 分 成 4 堆 ， 
分 别 装 入 4 个 不 同 的 盒子 中 的 方法 数 应 为 CN ， 这 也 就 是 方程 Z+Z+c+Z=12 的 正 整数 解 的 个 
数 . 

2. 圆 排 列 

(1) 由 如 = {o2 02 的 2 个 元 素 中 ， 每 次 取出 了 个 元 素 排 在 一 个 圆 环 上 ， 叫 做 一 
个 圆 排列 《或 叫 环 状 排列 ) . 

(2) 圆 排列 有 三 个 特点 : (Gi) 无 头 无 尾 ，(〈ii) 按照 同一 方向 转换 后 仍 是 同一 排列 ， (iii) 
两 个 圆 排 列 只 有 在 元 素 不 同 或 者 元 素 虽 然 相同 ， 但 元 素 之 间 的 顺序 不 同 ， 才 是 不 同 的 圆 排列 . 

(3) 定理 : 在 4= {4,4 ,0;,…,4,} 的 个 元 系 中 ， 每 次 取出 7 个 不 同 的 元 素 进 行 加 排列 ， 


辐 排 列 数 为 刀 
pM 


3. 可 重 排 列 
允许 元 素 重 复出 现 的 排列 ， 叫 做 有 重复 的 排列 . 


在 AA 个 不 同 的 元 素 中 ， 每 次 取出 妈 个 元 素 ， 元 和 聚 可 以 重复 出 现 ， 投 照 一 定 的 顺序 那么 第 一 、 
第 二 、…、 第 妈 位 是 的 选取 元 素 的 方法 都 是 玫 种 ， 所 以 从 友人 个 不 同 的 元 又 中 ， 每 次 取出 妈 个 元 丸 
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的 可 重复 的 排列 数 为 7 . 
4. 不 尽 相 寞 元 素 的 全 排列 


如 果 有 个 元 素 中 ， 有 jp 个 元 素 相 同 ， 叉 有 pp, 个 元 素 相 同 ，…， 叉 有 ,个 元 素 相 同 
(p+ 妃 十 … 十 ,<N)， 这 个 元 素 全 部 取 的 排列 叫做 不 尽 相 异 的 及 个 元 取 的 全 排列 ， 它 的 
排列 数 是 一 一 一 
Pip pp 
5. 可 重组 合 


(1) 从 及 个 元 素 ， 每 次 取出 乙 个 元 隶 ， 人 允许 所 取 的 元 素 重 复出 现 1,2,…, DC 次 的 组 合 叫 从 7 
个 元 系 取 出 jp 个 有 重复 的 组 合 . 


(2) 定理 : 从 7 个 元 素 每 次 取出 乙 个 元 素 有 重复 的 组 合 数 为 : ZL = CC 


n+(p-1) 
例题 讲解 


1. 数 1447,1005,1231 有 菏 坚 共同 点 ， 即 每 个 数 都 是 衣 位 为 1 的 四 位 数 ， 且 每 个 四 位 数 中 恰 有 两 个 
数 子 相同， 这样 的 四 位 数 共有 多 少 个 ? 


2. 有 多 少 个 能 被 3 整除 而 义 含 有 数字 6 的 五 位 数 ? 


3. 有 2 个 人 参加 收 友 电报 增 训 ， 每 两 人 结 为 一 对 互 发 互 收 ， 有 多 少 种 不 同 的 结对 方式 ? 


4. 将 十 1 个 不 同 的 小 球 放 入 个 不 同 的 盒子 中 ， 要 使 每 个 盒子 都 不 空 ， 共 有 多 少 种 放 法 ? 


5. 在 正方 体 的 8 个 项 点 ，12 条 校 的 中 后 ，6 个 面 的 中 心 及 正方 体 的 中 心 共 27 个 点 中 ， 共 线 的 三 


《中 学 数学 信息 网 》 系 列 资料 WWW. ZXSX. COM 版 权 所 有 @ 中 学 数学 信息 网 


WWWwEXSX.COMm 欢迎 光临 


扩 组 的 个 数 是 多 少 个 ? 


6. 用 8 个 数字 1,1，7,7，8,8，9,9 可 以 组 成 不 同 的 四 位 数 有 多 少 个 ? 


7. 用 也 2C 忆 5 五 种 颜色 给 正方 体 的 各 个 面 涂 色 ， 并 使 相 邻 面 必须 涂 不 同 的 颜色 ， 共 有 多 少 
种 不 同 的 涂 色 方式 ? 


8. 某 种 产品 有 4 只 次 品 和 6 只 正品 〈 每 只 产品 可 区 分 ) ， 每 次 取 一 只 测试 ， 直 到 4 只 次 品 全 部 测 
出 为 止 ， 求 最 后 一 只 次 品 在 第 五 次 测试 时 被 发 现 的 不 同情 形 有 多 少 种 ? 


Wo 互 不 重合 ， 也 互 不 垂直 ， 过 每 点 各 其 余 四 
点 的 连 线 作 垂 线 ， 求 这 此 垂 线 的 交点 最 多 能 有 多 少 个 ? 


10. 位 政治 家 举行 圆 虹 会 议 ， 两 位 互 为 政敌 的 政治 家 不 愿 相 邻 ， 其 入 坐 方 法 有 多 少 种 ? 


11. 东城 市 有 6 条 丙 北 走 同 的 街道 ，5 条 东西 走向 的 街道 ,如 果 有 人 从 城南 北角 图 4 点 ) 走 到 
东 了 再 角 中 及 点 最 短 的 走 法 有 多 少 种 ? 


12. 用 4 个 1 写 球 ，3 个 2 号 球 ，2 个 3 号 球 播 出 一 个 9 位 的 奖 号 ， 共 有 多 少 种 可 能 的 号 但 ? 


13. 将 7 个 相同 的 小 球 ， 放 入 7 个 不 同 的 盒子 (yy>p). 
(1) 有 多 少 种 不 同 的 放 法 ? 
(2) 如 果 不 允 许 空 盒 应 有 多 少 种 不 同 的 放 法 ? 
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14. 8 个 女孩 和 25 个 男孩 围 成 一 圈 ， 任 意 两 个 女孩 之 则 至少 站 着 两 个 男孩 . 〈 只 要 把 圆 旋转 一 下 
就 重合 的 排列 认为 是 相同 的 ) 


课 后 练习 
1. 8 次 射击 ， 命 中 3 次 ， 其 中 愉 有 2 次 连续 命中 的 情形 共有 ) 种 
(A) 15 (B) 30 (C) 48 (D) 60 


2. 在 东 次 乒乓 球 单 打 比赛 中 ， 诛 计划 每 两 名 选手 恰 比 赛 一 场 ， 但 有 3 名 选手 各 比赛 了 2 场 之 
后 就 退出 了 ， 这 样 ， 全 部 比赛 只 进行 了 50 场 。 那 么 ， 在 上 述 3 名 选手 乙 间 比赛 的 场 数 是 4  ) 


(A) 0 (B) 1 (C) 2 (D) 3 
3. 攻 人 从 楼 下 到 楼 上 要 走 11 级 楼 杨 ， 每 步 可 走 1 级 或 2 级 ， 不 同 的 走 法 有 ) 种 
(A) 144 (B) 121 (C) 64 (D) 81 


4. 从 7 名 男 丘 乓 球 队员 ，5 名 女 厂 长 球 队员 中 选 出 4 名 进行 男女 混合 双打 ， 不 同 的 分 组 方法 
有 (  ) 种 


(A) 2 Cs (B) 4C7 Cs (C) PP (D) OCs 
5. 有 5 分 、1 角 、5 角 的 人 民 币 各 2 枚 、3 张 .9 张 , 可 组 成 的 不 同 币 值 ( 韭 0) 有 ( ) 
种 
(A) 79 (B) 80 CC) 88 (D) 89 
6. 从 0,1.2,3,4,5,6,7,8,9 这 10 个 数 中 取出 3 个 数 ， 使 其 和 为 不 小 于 10 的 偶数 ， 不 同 的 取 法 有 
种 


7. 已 知 直 线 wxr+bHc=0 中 的 wbc 是 取 目 集合 {3,-2,-1,0,1,2,3} 中 的 3 个 不 同 的 元 素 ， 并 且 
该 直线 的 倾斜 角 为 锐角 ， 那 么 ， 这 样 的 百 线 的 条 数 是 

8. 设 4BCDEL 为 正六 边 形 ， 一 只 青蛙 开始 在 顶点 4 处 ， 它 每 次 可 随意 地 跳 到 相 邻 两 顶点 之 
一 。 寿 在 $ 次 之 内 跳 到 忆 点 ， 则 停止 跳动 ; 知 5 次 之 内 不 能 到 达 忆 点 ， 则 跳 完 5 次 也 停止 跳动 ， 
那么 这 只 青蛙 从 开始 到 停止 ， 可 能 出 现 的 不 同 跳 法 共 种 . 

9. 如 果 : (1) Ze 都 属于 112,34}1 (2) ozpNzceicxweitea (3)4 是 02cZ 中 的 最 小 值 ， 


那么 ， 可 以 组 成 的 不 同 的 四 位 数 xpct 的 个 数 是 
10. 在 一 个 正六 这 形 的 六 个 区 域 种 植 观 质 植 物 ， 要 求 同 一 块 中 种 同一 种 植物 ， 相 邻 的 两 块 种 


不 同 的 植物 。 现 有 4 种 不 同 的 植物 可 供 选 择 ， 则 有 种 载 种 方案 . 
11. 10 人 围 圆桌 而 ， 如 果 甲 、 乙 二 人 中 间 相 隔 4 人 ， 有 种 从 法 . 


12. 从 1,2,3,…,19 中 ， 按 从 小 到 大 的 顺序 选取 w ,2 ,2 ,2 四 个 数 ， 使 得 4, 一 4 > 2， 


0 一 甸 >3，2 一 4Q43>4. 问 符 合 上 要 求 的 不 同 取 法 有 多 少 种 ? 
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13. 8 人 围 张 一 张 贺 代 ,其 中 4、 有 两 人 不 得 相 邻 ,而 如、C 两 人 以 必须 相 邻 的 不 同 围 坐 方 
式 有 多 少 种 ? 


14. 4 对 夫妇 去 看 电影 ，8 人 坐 成 一 排 . 若 每 位 女性 的 邻 座 只 能 丈夫 或 另外 的 女性 ， 共 有 多 少 
种 坐 法 ”? 


$ 17 二 项 式 定 理 与 多 项 式 
1. 二 项 工 定 理 
(a+D” = Carp(neN’) 


人 0 
2. 二 项 展开 式 的 通 项 


= Ca” p (0<r< 旋 它 是 展开 式 的 第 rH 项 
3， 二 项 式 系数 


C(O0<rz<n). 
4. 二 项 式 系数 的 性 质 


(1) C=0 (0<AEE< 让 
(2) C =C +C ISSN 


(3) 若 n 是 偶数 ， 有 CC < CI < < C2 > …> C“ 1 > C"， 即 中 间 一 项 的 二 项 式 系数 C2 最 大 . 


A 


7 一 ] n+l 
2 


若 n 是 奇数 ， 有 CC ?<O<…<C? =C, 
A n+l 


C2? 和 C,? 相等 且 最 大 . 


> …> C > CY”*， 即 中 项 三 项 的 二 项 式 系 数 


(4) C +O +O ++C” =2°. 


(5) OO HO t= +O+O+..=2". 


(6 XC WCCO SC 


在 
(07) CCI = 0.0 =C CI (min). 
(8) 人 十 Co 十 PC er Crt 二 Le 
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以 上 组 合 恒等式 〈 是 指 组 合 数 C” 满足 的 恒等式 ) 是 证 明 一 些 较 复杂 的 组 合 恒 等 式 的 基 
本 工具 . (7) 和 “(8) 的 证 明 将 在 后 面 给 出 . 
5. 证 明 组 合 恒等式 的 方法 常用 的 有 
(1) 公式 法 ， 利 用 上 述 基本 组 合 恒等式 进行 证 明 . 
(2) 利用 二 项 式 定 理 ， 通 过 赋值 法 或 构造 法 用 二 项 式 定理 于 解 题 中 . 
(3) 利用 数学 归纳 法 . 
(4) 构造 组 合 问 题 模型 ， 将 证 明 方 法 划 归 为 组 合 应 用 问题 的 解决 方法 . 


例题 讲解 


1.， 求 Cr+1+ 己 7 的 展开 式 中 的 常数 项 
区 


2. 求 1+2x 一 3x ) 的 展开 式 里 的 系数 . 


3 已 知 数列 ,a ,2 (2 基 0) 满 足 OZ ,= 24,(7= 1,2,3,…), 求 证 ;对 于 任何 目 然 数 色 ， 


PH) = -DD +oaCxA HD tar D+t+a Cr -D+AC Xx 是 X 


的 一 座 多 项 式 或 雪人 多 多项式. 


4. 已 知 ab 均 为 正 整 数 ， 且 z> bsin0 = 5 (其 中 0<6 < 二 4 =( +2)” sz0, 求 证 ， 
0 十 


对 一 切 he N*， 和 均 为 整数 . 
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5. 已 知 才 为 整数 ，P 为 桑 数 ， 求 证 : (x+ =x + yy (mod 也 ) 


6. 若 (V5+2)*™*=Ww+Q(7,me N*,0<a <1)， 求 证 ; Qa(m+Q)=1. 


7. 数列 {2,} 中 ，Q = 3,4, =3“ (> 2)， 求 goo 的 末 位 数字 是 多 少 ? 


8. 求 N=1935 一 1 的 所 有 形 如 4 = 2”.3”,(4,2 为 自然 数 ) 的 因子 d 之 和 . 


9. 设 t= (15+V220) +(15+ \220)2 ， 求 数 工 的 个 位 数字 ， 
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10. 已 知 C = 0,@ = =80, 一 4,1(7= 1,2,…) 试 问 : 在 数列 {4,} 中 是 否 有 无 穷 多 个 能 被 15 
整除 的 项 ?证 明 你 的 结论 . 


后 练习 


1. WE 0， 多 项 f(t) = x -oz + Br+ 的 三 根 为 Xx,t,Xts，， 求 
EE i I 


= 


2. 设 /( 力 = +ar +Bx +cr++A， 其 中 4,2,c,4 为 常数 ， 如 果 f/f(1)=1, /7(2)=2, 7/(3)=3, 
求 zLXC)+ A 的 值 


3. 定义 在 实数 集 上 的 函数 f(D) 满足 : f(D+x/1 一 力 =1+w 求 /(W. 


4. 证 明 : 当 n=6m 时 ，Ci -C3.34+C.34+C5.3:-.…=0. 
5. 设 (1L+z+ 妇 )" 展 开 式 为 四 二 2X+ 妈 让 十 … 十 Qs,X”， 求 证 : Qo0 十 4 十 Qo++ ea 
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下 载 资 料 


6. 求 最 小 的 正 整 数 n， 使 得 (xy-3x+7y-21)” 的 展开 式 经 同类 项 合并 后 全 少 有 1996 项 . 


7. 设 /DD= (x +X-D (2++1)*， 试 来: 


(1) f(z) 的 展开 式 中 所 有 项 的 系数 和 . 


(2) f(t?) 的 展开 式 中 奇 次 项 的 系数 和 . 


8， 证 明 : 对 任意 的 正 整数 n， 不 等 式 (2x+1)”> (27)”+ (2w 一 1)” 成 立 . 


例题 丛 案 : 
1. 解 : 由 二 项 式 定理 得 


ER 本 
未 未 
| 1 2 1 2 7 1 a 1 1 7 
= +O (rt)+ OO (r+) t+ (xt) ++ Ort+—) OO 
未 未 未 未 


其 中 第 7+1(0< 和 7<7) 项 为 7 = AC © 
t 


在 (z+ 站 “的 展开 式 中 ， 设 第 k+1 项 为 常数 项 ， 记 为 三,， 
未 
则 7 ，= C=C (0<h<N ©® 
未 
由 @ 得 7 一 2k=0， 即 r=2k，r 为 偶数 ， 再 根据 中 、 回 知 所 求 常数 项 为 


C+O7O +O CT + OC = 393. 
评述 : 求 某 一 项 时 用 二 项 展开 式 的 通 项 . 


2. 解 : 因为 (1L+27-3 和 天) =(+3 条 一 加? 
=[1+C 37+C (3 如 +C 03 人 t+ Co 37 [Crz+C -Cr +Ox -Or +O rx]. 
所 以 (1+2x 一 3x )" 的 展开 式 里 畴 的 系数 为 (CS)+3Cl.C +37C(-C)+3C.C 


0 
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评述 : 本题 也 可 将 (1 一 2+ 一 3x ) 化 为 [+(2x 一 3x“)]" 用例 1 的 作法 可 求 得 . 
分 析 : 由 Z +Z = 24 知 {42,} 是 等 莽 数 列 ， 则 gg,= 4 +Z& = Qo+1N(7=1,2,…), 从 而 可 将 
P( 力 表示 成 4 和 4 的 表达 式 ， 再 化 简 即 可 . 
解 : 因为 4 +4 =24,(7=1,2,3,…) 所 以 数列 {2 为 等 着 数列 ， 设 其 公关 为 d 
有 2 = 4 +1N(1=1,23,…) 从 而 
PD)=aC -HD + +ACXA -XH +a +20C 一 和 十 二 (0 + HA CNX” 


=a [OUP +O rn ++ OX + A Ox-D” +2C x (H+.+ CX"), 3 
项 定理 ， 知 


CC (1— 7)” Se +t+OxX(-D” t+ CX =[-XH+d =1, 
pe EE A 
二 (DID- (E-DL 
从 而 Cix1-D)” +2CT DD) ?+A 
= AAD” +O XD ++ x ] 


= Hdl D+x]” = A 所 以 AN) = 0 十 Hax. 


当 Zzz0 时 , PP) 为 + 的 一 次 多 项 式 ， 当 4 = 0 时 , AX) 为 零 次 多 项 式 . 
分 析 : 由 Sn 0 联想 到 复数 棣 更 佛 定理 ， 复 数 逢 要 cos0 ， 然 后 分 析 A 与 复数 的 关系 . 


py 


“4 


证 明 : TS 二 2 , 目 0<9< 开 ,0> 力 所 以 cosg ~ 1l—sin“0 = 


显然 sn x0 为 (cos0 +isin 9)” 的 虚 部 ， 由 于 (cos0 +isin 0)” 


0 一 矿 2ZO 1 人 1 
一 十 1”=— (vv —_p” +202p1 =— 一 (Z 上 +ZD7 
yr +p i (py ) py ) 


所 i 以 (a +28)" (cosn0 +isin x0)= (a+27D)”?. 从 而 A,= (eo +) sinw0 为 (q+ B22)” 的 虚 部 . 


因为 4a、b 为 整数 ， 根 据 二 项 式 定 理 ，(Z+ 52D)” 的 虚 部 当然 也 为 整数 ， 所 以 对 一 切 e N*，A， 
为 整数 . 


评述 : 把 Au 为 与 复数 (cosO +7sin 0) 联系 在 一 起 是 本 题 的 关键 . 
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5. 证 明 : (x+ 力 =X Cpx p+tCpr 十 CC xX +y 


由 于 C= 2 一 (4D,_]2... Pp-_]) 为 整数 ， 可 从 分 子 中 约 去 rl! ， 又 因为 P 为 素数 ， 


7! 


目 mr< pp， 所 以 分 子 中 的 了 不 会 红 去 ， 因 此 有 P| C2(7 =12,…, PDT. 所 以 


(t+ 仆 =x +y (mod 门 ). 


评述 : 将 (z+ 用 展开 就 与 + + 有 联系 ， 只 要 证 明 其 余 的 数 能 被 P 整除 是 本 题 的 关键 


6.， 分 析 : 由 已 知 思 +aw= (CS +2) 人 和 (sz+o)a =1 猜想 uc =(V5 -2)2， 因 此 需要 求 出 w ， 


即 具 需要 证 明 (VS+2) 关 1 - (VS -2 全 为 正 整数 即 可 . 

证 明 : 首先 证 明 ， 对 固定 为 r， 满 足 条 件 的 ,a 是 惟一 的 .否则 ， 设 (VS +2)2 人 1 = 二 ac 
= 112 + 17 ,7 ET 人,ai ,0 E(0,), 7 #1,,0 #0, | 
则 jy 一 my, =Q 一 ov 关 0, 而 Wm 一 MA， EZ,0 一 ;Ee (一 1,0) (0,1) 予 盾 . 所 以 满足 条 件 的 m 和 a 是 惟 
一 的 .” ”下面 求 及 及 Qa. 
全 


[IO (3 = .92 | 


2[CL (5) DC se | 
=2[C .5 24+C ,5 2 tO 5 +2 "|]eN:* 


又 因为 V5 -2e (0,1), 从 而 (V5 - 2) es (0.D 


有 0 A 0 


27- 十 | 


所 以 思 = 2(C， 
CN = 


r 3 
a Go 


故 Q(m+0)= (M5 -2 (V5+2)" = (一 用 2 =1. 
评述 ， 猜想 a = (V5 一 2)”",(V5 +2)” 与 (V5 - 2) 进行 运算 是 关键 
7.， 分析: 利用 n 取 1，2，3,，… 猜 想 &, 及 4, 的 末 位 数字 . 


解 : 当 n=1 时 ,， 41=3，4, =3” =3 =27=4x6+3 


《中 学 数学 信息 网 》 系 列 资料 WWW. ZXSX. COM 版 权 所 有 @ 中 学 数学 信息 网 


WWWw EXSX.CONm 欢迎 光临 


4 =32 =327 =3463 =(34)5.33 = (81) .3 = (81) x 27， 因 此 ,4 的 末 位 数字 都 是 7 
狂想，4 = 4m+3,MAeE N*. 现 假设 n=k 时 ，4, = 4m+3,meN*. 
i 


= 0 34 3. (1) + 
4mt+3 


4mt+3 


,447+2 (—1) ee Oh .41 (DD) 十 CA Ny -1) 


4m+3 4mt+3 


=47—1=4(7-1)+3， 从 而 @, = 4m+3(me€eN*) 
于 是 4 =3”“”=3””* =(81)”x27.， 故 00 的 末 位 数字 是 7. 


评述 : 猜想 ,= 4m+3 是 关键 . 

8.， 分 析 : 寻求 NN 中 含 2 和 3 的 最 局 项 次 数 ， 为 此 将 19 变 为 20 一 1 和 18+1， 然 后 用 二 项 式 定 理 
展开 . 

解 因为 N=19%—1=(20 一 1):—1=(1 一 4X5):—1 


Csx4x5+Csx4 x5 一 Co x4 x5 Ft Xd x FO RA KO 


= 一 2” x55+2° x NY = 2 (2NY -55) 其 中 M 是 整数 . 
上 式 表 明 ，NN 的 素 因 数 中 2 的 最 高 次 容 是 5.， 义 因为 N=(1+2X9)ss 一 1 


= COC, Xx2x9+C, x2° x9° 二 十 Cs xX2™ x9™ 
=32X2X88+34。P=32X (2X88+9P) 其 中 P 为 整数 . 
上 式 表明 ，NN 的 素 因 数 中 3 的 最 高 次 寺 是 2. 


综 上 所 述 ， 可 知 W=25.3*.O， 其 中 QQ 是正 整 数 ， 不 含 因数 2 和 3. 


因此 ，N 中 所 有 形 如 2”.3“ 的 因数 的 和 为 (2+22+23+24+25)(3+32)=744. 
9. 分 析 : 直接 求 x+ 的 个 位 数字 很 困难 ， 需 将 与 + 相关 数 联系 ， 转 化 成 研究 其 相关 数 . 


解 : 令 yy=(15 一 V220)” +(15 -V220)®, 则 r+ p=[Q5+V220)" + (05+ V220)] 
+[45 一 V220)”+45 一 V220)”]， 由 二 项 式 定理 知 ， 对 任意 正 整 数 n. 


(5+A/220)"+(15- 220)” =2(015 +C2 .15 汪 .220+…) 为 整数 ， 且 个 位 数字 为 零 . 
央 此 ，xty 是 个 位 数字 为 零 的 整数 .再 对 y 佑 值 ， 
因为 0<15_N220=— > -> -02， 且 (5-\V2208 <45- 220)2， 
15+A/220 25 
所 以 0< < 2(1$-WV220)8 <2x0.22 <0.4.， 故 xt 的 个 位 数字 为 9. 
评述 : 转化 的 思想 很 重要 ， 当 研究 的 问题 遇 到 困难 时 ， 将 其 转化 为 可 研究 的 问题 . 
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下 载 资料 


10. 分 析 : 先 求 出 4,， 再 将 4 表示 成 与 15 有 关 的 表达 却 ， 便 知 是 人 否 有 无 穷 多 项 能 被 15 整 


证 明 : 在 数列 {fa } 中 有 无 穷 多 个 能 被 15 整除 的 项 ， 下 面 证 明之 . 


数列 {a} 的 特征 方程 为 + 一 8x+1=0, 它 的 两 个 根 为 + =4+ M15,x, =4- AS， 


Pi a, = A4+NIS) + RA4-N5)” Cn-0，1，2，…) 
| | 
由 wo =0,4 =1 得 4= 一 一 ,= 一 一 一 ， 则 4 = 一 一 [(4+V5)”-(4-M15 
. CE a 4 4+ 5) —(4—N15)"], 


取 = 2AK(f=0,1,2,…) ， 由 二 项 式 定理 得 


4 = 三 三 .4015+2C3 403 .15)3 + +2C2 .4.(V15) 汪 1 
2V15 
= C 〇 4 +C,.4” 154 C4.15 
人 oY oe 
= CC 4 +15(CO,:4 ++ CO :4.15°) 
=24.4 "+157 (其 中 7 为 整数 )， 


由 上 式 知 当 15|k， 即 30n 时 ，15lm， 因 此 数列 {&,} 中 有 无 穷 多 个 能 被 15 整除 的 项 . 


评述 ， 在 二 项 式 定理 中 ，(Z+ 轧 ?与 Cg 一 已" 经 常 在 一 起 结合 使 用 . 
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$ 18 直线 和 圆 ， 圆 锥 曲线 
一 . 直线 与 圆 


1, 两 点 间 的 距离 公式 : 设 Bi B(w, 力 ),; 则 |PP2|= (本 人 


2, 线 段 的 定 比 分 点 坐标 公式 : 设 (1, 及 ), 友 ( 厂 , 乃 ) ,点 及 十 力 分 BAB 的 比 为 4 , 则 
FA J 十 几 乃 7 

= 2 Md yy | 

1 十 人 4 加 1 十 人 ) 


3, 卫 线 方程 的 各 种 形式 


(TD) 点 斜 式 : 7 一 及 = Ht 和) 0O) 斜 截 式 : y= A+B;，(3) 两 点 式 :二 人 = 一 人 


J Hh 1 
(4), 截 距 式 : i =1(4,5 关 0):;(5) 一 般 式 : AY+ By+ C= 0(4 不同 为 零 ): 
G4 


二 +LCOSO 


(0) 参 数 方程 | (/ 为 参数 ,a 为 倾斜 角 , 败 表示 点 (国力 与 (%h, 力 ) 之 间 的 距离 ) 


y= 力 十 ZSIn C 
4, 两 百 线 的 位 置 天 系 


设 4: AX+tBV+O =0,6 :4X+ 忆 +C =0( 或 4:7=ht+0O:7= 厂 夺 2). 则 
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04N4 人 SA4B-4B=0 且 4G -4G#0( 或 = 厂 且 及 z 态 ) 


QQ),71L SAA4+BR =0 或 在 : 厂 =-1)， 
5, 册 直线 的 到 角 公 式 与 来 角 公 式 : 


(1), 到 角 公 式 :7 到 7 的 到 角 为 9, 则 tan9 = 0 <0 <180°); 


1 2 


(2) 夹 角 公 式 :7 与 4 的 夹 角 为 9, 则 tan0 = (0° <0 <90°). 
+ 2 
6, 点 如 (wh J) 到 直线 /: Ax+ By+ C=0 的 距离 : sd 
A+Bp 


7, 圆 的 方程 


(), 标 准 方程 :(z- OO +( 一 人 = RR ,其 中 (2, 力 为 圆心 坐标 ,了 R 为 圆 半径 ; 


， DP 
(2), 一 般 方程 :十 了 + Dr+ By+ 了 =0, 其 中 户 + 忆 -47>0, 圆 心 为 3 , 


2 


半径 为 =D yy 


一 2 十 AcoSO ee 
(3), 参 数 方程 : | ” ,其 中 国 心 为 (a,D), 半 径 为 R. 
y=2+RSINO 
二 .圆锥 曲线 


加 汪汪 量 帆 图 抛物 线 
与 两 个 定点 的 距离 的 “| 与 两 个 定点 的 距离 的 。 | 与 一 个 定点 和 一 条 定 
和 等 于 常数 差 的 绝对 值 等 于 常数 “| 直线 的 距离 相等 


yy 278 
标准 方程 


(或 x =2py) 


pinp 
Ce 0 (tc,0) 或 (0,+c) (a 
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正 数 a,b,c， 
p 的 关系 
> 0,2> 0) 


po A— Eh PL|=-erota 


(或 |PA|= 4+ en (|PA|=-er -a 


PE|= 4a— eh ) IPE|=-en t+), 
(点 了 在 左 或 下 文 ) 


\W 
Dt 


完 一 定义 | 到 定点 的 距离 与 到 定 

直线 的 距离 之 比 等 于 定 值 | 的 点 的 集合 
i 
消 数 与 方程 思想 ”2, 数 形 结合 思想 .， 3, 分 类 讨论 思想 .， 4, 参 数 法 . 5, 整 体 处 理 
i 


,( 注 : 焦 反 要 与 对 应 
准 线 配 对 使 用 ) 


| 


1 在 玉 而 直角 举 标 和 中 ,方程 玫 4 一 1(g,5 为 和 丑闻) 所 表示 的 册 线 是 ) 
A 


A, 三 角形 B, 正 方形 C, 非 正方 形 的 长 方形 D, 非 正方 形 的 萎 形 
2， 平 面 上 整 点 (坐标 为 整数 的 点 ) 到 直线 7= x+ 的 距离 中 的 最 小 值 是 ( ) 


V34 B 34 a Ee 
170 85 20 30 


3， 过 抛物 线 = 8(x+2) 的 焦点 F 作 倾斜 角 为 60" 的 直线 , 若 此 直线 与 抛物 线 交 于 A,B 
两 点 , 弱 AB 的 中 垂 线 与 + 轴 交 于 P 点 , 则 线段 PF 的 长 等 于 ( ) 


A B, co D,8A/3 
3 3 
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4. 右 懈 圆 瑟 + 雪 =1 上 一 点 P 到 左 焦 点 的 距离 等 于 它 到 右 焦 点 距离 的 2 倍 , 则 P 点 坐标 为 (  ) 


A; (2 V15) B, (-3, V15) C, (3, +V15) D, (=3, +V15) 
这 梢 加 世 + 大 =1 (4 >2>0) 中 心 的 弦 AB, Ac 0) 是 右 焦 点 , 则 AALJB 的 最 大 面积 为 ( ) 
A,Oc B, Z2O C, Ce D,P” 
8 .于 本 
6. 已 知 P 为 双 曲 线 一 一 二 =1 上 的 任 总 一 所, 后 ,万 为 焦 氮 ,在 LA =0 , 则 De ) 
a DO 
2 0 ] 2 2 0 2 2 : 

A, LO B, Be Cc,2 —4a lan = D,(a +0 )sin0 


7. 给 定点 A(2, 一 3),O(3,2), 己 知 直线 itz+ y+2= 0 与 线段 PQ( 包 括 P,Q 在 内 ) 有 公共 点 ， 
则 xz 的 取 值 范围 是 


8. 过 定点 F(a,0) (4>0) 作 直线 / 交 y 轴 于 Q 点 ,过 Q 点 作 OQ7J FO 交 X+ 轴 于 点 ， 


延长 TQ 至 P 点 ,使 |Q@ 玫 =|7 如 , 则 P 点 的 轨迹 方程 是 


9. = 知 由 国王 + =1(4 >2>0) 与 是 线 x++y=1 交 于 MN 两 皮 , 晶 OM 上 ON,( 0 为 
他 


原点 ), 当 椭圆 的 离心 率 [3 呈 ] 时 ,椭圆 长 轴 长 的 取 值 范围 是 


记 用 加 
10. 已 知 玖 , 书 是 椭圆 二 =1 的 两 个 焦点 ,M 是 椭圆 上 一 点 ,M 到 py 轴 的 距离 为 


[44N|, 且 [WMVN| 是 [WM 和 |448| 的 等 比 中 项 , 则 MMW| 的 值 等 于 


11. 已 知 点 A 为 双 有 曲线 放 一 瞩 =1 的 左 顶点 ,点 B 和 点 C 在 双 曲 线 的 右 分 支 上 ,A4ZC 是 
竺 边 三 角形 , 则 AABC 的 面积 等 于 
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2 
12. 硅 彬 加 ER 0) 和 双 上 曲线 二 
MH 


2 
一 -1(4>0,5>0) 有 相同 的 焦点 媚 
A a LO 
五 ,P 为 两 条 曲线 的 一 个 交点 , 则 | PHPE| 的 值 为 


2 
13. 设 椭圆 Se =1 有 一 个 内 接 和 P4B, 射 线 OP 与 + 轴 正 向 成 本 角 , 直 线 AP,BP 的 斜率 
适合 条 件 在 “十 人 “= 0. 


(1), 求 证 :过 A,B 的 直线 的 斜率 在 是 定 值 ; 
C) 求 AP4B 面 积 的 最 大 值 


14. 已 知 L4OZ= 0(@ 为 常数 有 0<0 < 二 ), 动 点 P,Q 分 别 在 射线 OA,OB 上 使 得 APOO 
站 面积 恒 为 36 设 APOC 的 重心 为 G 点 M 在 射线 0G 上 ,满足 | OU = |Cd 


(1) 求 |Od| 的 最 小 值 : 
(2) 求 动 点 M 的 轨迹 方程 


15. 过 抛物 线 y= 2 px(p 为 不 等 于 2 的 素数 ) 的 焦点 下 , 作 与 + 轴 不 垂直 的 直线 / 交 抛 物 线 
于 MN 两 点 ,线段 MN 的 垂直 平分 线 交 MN 于 P 点 , 交 X+ 轴 于 Q 点 . 
(1), 求 PQ 中 点 R 的 轨迹 工 的 方程 ; 


(2), 证 明 汇 上 有 无 穷 多 个 整 点 ,但 工 上 任意 整 点 到 原点 的 距离 均 不 是 整数 
课 后 练习 


1. 已 知 点 A 为 双 有 曲线 x 一 J 六 =1 的 左 顶点 ， 点 B 和 点 C 在 双 曲 线 的 右 支 上 ，AABC 是 等 边 
角形 ， 则 AABC 的 面积 是 


二 


(A) 一 (B) CE 


2、 平 面 上 整 点 ( 纵 、 横 坐标 都 是 整数 的 点 ) 到 直线 一 + 的 距离 中 的 最 小 值 是 


YB m4 el wl 
170 85 20 30 
3. 车 实数 xy 满足 X+ 5》+(y 一 12)?=14?， 则 x2+y2 的 最 小 值 为 
(A) 2 (B) 1 (C) V3 


(D) V2 
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4. 证 要 关 J 1 椭 贺 二 7 -1 相交 于 A，B 两 点 ， 该 圆 上 点 P， 使 得 4PAB 面积 等 于 3， 


这 样 的 点 P 了 共有 
(A) 1 个 (B) 2 个 (C) 3 个 (D) 4 个 
5. 设 4，B2ER，ab 关 0， 那 么 直线 2x 一 y 十 6 二 0 和 曲线 02 十 ij2=2O 的 图 形 是 


本 大全 症 


过 抛物 线 0 三 作 倾 斜 角 为 60? 车 此 直线 Eo 有 两 点 ， 驼 
区 的 中 垂 线 与 x+ 轴 交 于 卫 点 ， 则 线段 PF 的 长 等 于 


~ 2 @ 16V3 D. 33 
3 3 3 
7 yy 
7 方程 二 下 三 于 和 直 的 所 红 是 
2 -sn V3 cos 2 — cosV3 和 
A. 焦点 在 + 轴 上 的 椭圆 B.， 焦点 在 + 轴 上 的 双 曲 线 
C. 焦点 在 p 轴 上 的 椭圆 D. 焦点 在 和 轴 上 的 双 曲 线 
2 ) 


8 在 本 图 + 14> 人 > 9) 中 记 左 焦点 为 F， 右 顶点 为 A， 短 轴 上 方 的 端点 为 B。 若 该 
他 


3 一 ] 
椭圆 的 离心 率 是 5 ， 则 AAA = 


， 有 ER 
9. 设 万 ， 及 是 椭圆 二 + 二-=1 的 两 个 焦点 ， 是 椭圆 上 的 点 ， 且 |PA|: |PBI=2 : 1， 则 三 角形 
A PAF 的 面积 等 于 


10. 在 平面 直角 坐标 系 XOY 中 ， 给 定 两 点 M (一 1，2) 和 N (1，4) ， 点 P 在 X 轴 上 移动 ， 当 
1ZUPN 取 最 大 值 时 ， 点 了 的 横 坐 标 为 


. 若 正方 形 ABCD 的 一 条 边 在 直线 y= 2x+ 一 17 上 ， 另 外 两 个 顶点 在 抛物 线 y= x 上 . 则 该 正方 
ay 


和 


12. 已 知 @: +y =1 和 OG: +4>6>0). 试问 : 当 且 仅 当 ,6 满足 什么 条 件 
从 


时 ， 对 QI 任 晶 一 点 P， 均 存在 以 P 为 顶点、 与 0 外 切 、 与 GG 内 接 的 平行 四 边 形 ? 并 证 明 你 的 结 


1 


《中 学 数学 信息 网 》 系 列 资料 WWW. ZXSX. COM 版 权 所 有 @ 中 学 数学 信息 网 


凡凡 朵 其 人 生硬 欢迎 光临 


下 载 资 料 


13. 议 曲 线 Ci: 一 y= 二 1(a 为 正常 数 ) 与 Czy2=2(xtm 在 x 轴 上 方 公有 一 个 公共 点 P。 
a 
(1) 实数 m 的 取 值 范围 (用 a 表示 ) ; 
1 有 
(2) 为 原点 ， 若 GC 与 x 轴 的 负 半 轴 交 于 点 A， ee 时 ， 试 求 4OAP 的 面积 的 最 大 值 〈 用 


a 表示 ) 。 


14. 已 知 点 0,2) 和 抛物 线 ] = ++ 4 上 两 点 尺 C 使 得 48 上 3C， 求 点 C 的 纵 坐 标的 取 值 范 
围 . 


15. 一 张 纸 上 男 有 半径 为 尽 的 圆 O 和 圆 内 一 定点 4， 且 O04 二 a. 拆 早 纸 瞩 ,使 加 周 上 菏 一 点 4 刚 
好 与 4 点 重 合 ， 这 样 的 每 一 种 拆 法 ， 部 留 下 一 条 和 直线 折 浪 ， 当 4 取 亿 圆周 上 所 有 点 时 ， 求 所 有 折 
汇 所 在 直线 上 点 的 集合 . 


16. (04，14) 在 平面 下 角 坐 标 系 xoy 中 ， 给 定 三 点 A0,3) 及 一 1,0), (1,0) ， 点 P 到 直线 BC 


的 距离 是 该 点 到 直线 AB，AC 距离 的 等 比 中 项 。 

( 工 ) 求 点 P 的 轨迹 方程 ; 

(TI ) 若 直 线 工 经 过 AZAZC 的 内 心 〈 设 为 D) ， 且 与 P 点 的 轨迹 恰好 有 3 个 公共 点 ， 求 工 的 斜率 
k 的 取 值 范围 。 
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17， 过 抛物 线 = 刀 上 的 一 点 A (1,1) 作 抛物 线 的 切线 ， 分 别 交 + 轴 于 D， 交 yp 轴 于 BB 点 C 在 
扫 物 线 上 ， 点 在 线段 AC 上 ， 满 足 4 = 如 ;点 了 在 线段 BC 上 ,满足 和 -= 加 ,是 
1 + 和 =1， 线 段 CD 与 EF 交 于 点 了. 当 点 C 在 抛物 线 上 移动 时 ， 求 点 P 的 轨迹 方程 


课 后 练习 答案 

pe 
9 

3 

10. 设 椭圆 的 长 轴 、 短 轴 的 长 及 焦 矩 分 别 为 24、256、2c， 则 由 其 方程 知 zw 一 3，b=2，c= /5 ， 故 ， 
PAI+|PBI=24= 二 6， 叉 已 知 [PA: |PB|2: 1， 故 可 得 |P 可 =4，LPg=2. 在 人 PA 中， 三 边 
之 长 分 别 为 2，4，2N5 ， 而 22 十 4=(2 5 )， 可 见 APm 记 是 直角 三 角形 ， 且 两 直角 边 的 长 为 2 
和 4， 故 APAmF， 的 面积 三 4. 
11. 解 : 经 过 M、N 两 点 的 圆 的 圆心 在 线段 MN 的 垂直 平 分 线 *=3 一 xx 上 ， 设 圆心 为 


lC 2B 3B 4B 3B 6A 17.C 8.90 


S (a，3 一 a) ， 则 圆 $ 的 方程 为 : (x 一 4) +(2 一 3+O =2( + 
对 于 定 长 的 弦 在 优 弧 上 上 所 对 的 圆周 角 会 随 看 圆 的 半径 减 小 而 角度 增 大 ， 所 以 ， 当 4UPN 取 
最 大 值 时 ， 经 过 M，N，P 三 点 的 圆 $ 必 与 入 轴 相 切 于 点 P， 即 圆 $ 的 方程 中 的 a 值 必 须 满足 
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2(1 + )=(4 一 3) , 解 得 a=1 或 a= 一 7。 
即 对 应 的 切 点 分 别 为 A1,0) 和 PP(-7,0)， 而 过 点 M，N，p' 的 圆 的 半径 大 于 过 点 M,N, P 
的 加 的 半径 ， 所 以 ZAIPNW > LAPIY ， 改 点 P〈1，0) 为 所 求 ， 所 以 点 了 的 横 坐标 为 1。 


12. 解 : 设 正方 形 的 边 AB 在 直线 y= 2x 一 17 上 ， 而 位 于 抛物 线 上 的 两 个 顶点 坐标 为 Cx, pp )、 
Dt,y)， 则 CD 所 在 直线 /的 方程 =27+D2 将 直线 /的 方程 与 抛物 线 方程 联 立 ， 得 
2 =1 土 VO+1 

令 正方 形 边 长 为 @ 则 4 = (三 一 入 ) 十 ( 广 一 乃 ) =5(h 一 hb) =20(8+D).O 


在 y=2x-17 上 任 取 一 点 (6，,5) ， 它 到 直线 了 = 27+ 4 的 蝗 殖 为 4 4= 一 二 加 


四 、@ 联 立 解 得 和 = 3,5, = 63...42=80, 或 4? =1280.…22 =80. 


13. 利 用 极 坐 标 解 决 ， 以 坐标 原点 为 极点 ，x+ 轴 为 极 轴 建立 极 坐标 系 ， 则 椭圆 的 极 坐 标 方程 为 


2 .2 
本 0 (1) 
p a DO 


显 知 此 平行 四 边 形 ABCD 必 为 委 形 ， 设 A(pl;0)， 则 B(p?;902+O) 


代入 《1) 式 相 加 -一 二 一 = 十- 
pr ps 4 5 
由 于 该 蓉 形 必 与 单位 圆 相 切 ， 故 原点 到 AB 的 距离 为 1 


| ] ] ] ] 
2 2 . 
“» DID] =1: pl 十 D> 》 pl 二 下 二 全 el 


p! PpP2 a 


2 
A 
+y =l 
[ZA 


14. 解 : (1) 由 消去 7 得 : x +24*Xx+24 WH-4 =0 外 


=2(Cr+ m) 


设 [TDD= 基 +2o+201 天， 问题 (化 为 方程 OO 在 zE (一 z， 四 上 有 唯一 解 或 等 根 . 
只 需 讨 论 以 下 三 种 情况 : 


2 
1” 人 入 二 0 得 : pd ou 


， 此 时 为 二 一 2， 当 且 仅 当 一 4 一 2 之 4， 即 0 和 2<1 时 适合 ; 


2” /OH 一 人 过 0， 当 且 仅 当 一 <<mN 到 ii 
3” 所 一 四 二 0 得 二 4， 此 时 vw 二 4 一 2 ， 当 且 仪 当 一 4<4 一 22 达 x， 即 0 入 2 到 1 时 适合 . 
/(@) 二 0 得 Ww 二 一 4， 此 时 wv 二 一 4 一 22， 由 于 一 4 一 28 达 一 4， 从 而 MW 闫 一 4. 
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下 载 资料 


2 寺 ] 


或 一 4 过 Wu 志 4a; 


综 上 可 知 ， 当 0 二 4 过 1 时， = 


当 4 宇 1 时 ， 一 4 之 W 达 a. 
] 
(DAO4P 的 面积 5= 二 9 
“0<a< 一， 帮 -a<m<a 时 ,0<-4? +aya +1-2m < 


由 唯一 性 得 ,= 二 OA 大 二 1 一 27z 


1 
显然 当 三 4 时 ， 芒 取 值 最 小 ， 由 于 六 > 0， 从 而 力 一 由- 冶 取 值 最 大 ， 此 时 
2 


Jp =2 WE 2 一 0 


2 
当 = 人 时 ,yi 此 时 5-0 
下 面 比较 sa_ 4 与 if _ 了 的 大 小 : 


故 当 0<a< 二 时 ， pn < 了 ra NS, = Toe 


当 二 <4< 二 时 aNa—a” > 了 of- ， 此 时 5 =cVc- 和 六. 


15. 解 : 设 中 点 坐标 为 ( 帮 一 4, 思 ) ，C 扣 坐 标 为 一 4, 力 . 


i 1 
yr -4 妃 十 2 


显然 内 一 4 关 0， 故 在 ，= 


由 于 4B BC, 所 以 丰 = -0 +2) 


= 万 = 一 (+2)[z 一 (5 一 4] 


2 


J = 十 4 


pm ， 消 去 xX， 注意 到 yy 关 沙 得 : 


(2+ 轧 )( + 万)+1=0 一 太 +2(02+ 力 万 +(272+HD=0 
由 A>0 解 得 : 2 和 0 或 卫 >4. 
当 y= 0 时 ， 点 8 的 坐标 为 (一 3, 一 1); 当 y=4 时 ， 点 8 的 坐标 为 (3, 一 3) ， 均 满足 是 题 意 . 故 


太 忆 的 纵 坐 标的 取 值 冰 围 是 y<0 或 jy 4. 
16. 解 : 如 图 ， 以 CO 为 原点 ，C4 所 在 百 线 为 + 轴 建 立 百 角 坐 标 系 ， 则 有 A(4，0). 设 折 车 时 ，@ 0 
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上 点 4( ReoSQ, RSInQ) 与 点 4 草 合 ， 而 折 痕 为 下 线 MN， 则 NNN 为 线段 44 的 中 王 线 . 设 Ax 
为 MAN 上 任 一 后 ， 则 1 24 | 三 | P4| 

(站 一 好 coso) +(p— RSInY =(x- 20) + 

BI2R(xcosa + ysina)=R-4+2ax 10 分 


. XCOSO + VSNO RA +2ax 


本 十 天 2ARA 十 天 


证 
2RVT 十 天 a + 六 a 十 天 
2 
,| 人 一 4 +24X| <1 (此 不 等 式 也 可 直接 由 柯 西 不 等 式 得 到 ) 15 分 
2RY +y 
(全 ， 

平方 后 可 化 为 -天 一 + 一 一 一 一 之 1， 

ee 2 i 2 _/ 和 2 

CY 7 

C 2 
= 2 

即 所 求 点 的 集合 为 椭圆 圆 一 二 一 + ==1 外 ( 含 边界 ) 的 部 分 . 20 分 


CY EY- 
17. 解 ， (IT) 直线 AB、AC、BC 的 方程 依次 为 7=5G+rDy=-sC-Diy=0， 点 
人 AX 到 AB、AC、BC 的 距离 依次 为 4 -514r-3y+4 ,0 = 514t+3y-4 ,如 寺 如。 依 
设 ，YW, =V@, 得 |16x* 一 (3y-4) 太 25y， 即 
16P_-G3)42+25 有 = 0, 或 162 -G3y- -25=0， 化 简 得 点 P 的 轨迹 方程 为 


S: 2x +2y +3y-2=0 与 双 曲 线 T:8x -17y* +12y 一 8=0 
《ITI) 由 前 知 ， 点 了 的 轨迹 包含 两 部 分 


圆 S: 2x +2y +3y-2=0 中 
与 双 曲 线 T: 8x -17 帮 +127 一 8 =0 2 


因为 B (一 1，0) 和 C (1，0) 是 适合 题 设 条 件 的 点 ， 所 以 点 B 和 点 C 在 点 P 的 轨迹 上 ， 且 点 了 
的 轨迹 曲线 $ 与 工 的 公共 点 上 只 有 B、C 两 点 。 


， 1 ， 
AABC 的 内 心 D 也 是 适合 题 设 条 件 的 点 ， 由 QW = 咏 = 0 ， 解 得 0 ， 且 知 它 在 圆 $ 上。 直 
线 工 经 过 D， 且 与 点 P 的 轨迹 有 3 个 公共 点 ， 所 以 ,LL 的 斜率 存在 ， 设 工 的 方程 为 
1 
J 二 Ce (8) 


上 
(i) 当 k=0 时 , 工 与 圆 $ 相 切 ， 有 唯一 的 公共 点 D; 此 时 ， 目 线 y= 二 平行 于 x 轴 ， 表 明 工 与 双 
曲线 有 不 同 于 DD 的 两 个 公共 点 ， 所 以 工 恰 好 与 点 P 的 轨迹 有 3 个 公共 皮 。.….10 分 
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下 载 资 料 


(ii) 当 fz 0 时 , 工 与 融 S 有 两 个 不 同 的 交点 。 这 时 , 工 与 点 P 的 轨迹 恰 有 3 个 公共 点 只 能 有 两 
种 情况 : 


情况 1: 直线 工 经 过 点 B 或 点 C， 此 时 工 的 和 斜 率 丰 = + 直线 工 的 方程 为 += 土 (2y 一 1)， 


代入 方程 @ 得 37- 必 =0， 解 得 2G ,PF (->, 4) 。 表 明 直线 BD 与 肌 线 工 有 2 个 交点 了 
E， 直 线 CD 与 曲线 TT 有 2 个 交点 C、F。 
故 当 在 二 + 时 | 恰好 与 点 P 的 轨迹 有 3 个 公共 点 。 


情况 2， 直 线 工 不 经 过 点 B 和 C ( 即 人 二 ) ， 因为 世 与 $ 有 两 个 不 同 的 交点 ， 所 以 世 与 


822 -1772+127) 一 8=0 
双 曲 线 工 有 且 只 有 一 个 公共 点 。 即 方程 组 村 ] 有 且 只 有 一 组 实数 解 ， 消 去 y 
了 = 人 二 二 
2 


并 化 简 得 (8_17 人 ) 也- 54r- 一 -0 


该 方程 有 唯一 实数 解 的 充 要 条 件 是 8 一 17f =0 出 


或 (-S 人 ”+ 4(8 一 DAP) 一 =- 0 加 
解 方程 由 得 在 = ED 村 方 有 @ 得 -二 2 。 
综合 得 直线 LL 的 斜率 kk 的 取 值 范围 是 有 限 集 0 


18. 解 一 过 抛物 线 上 点 A 的 切线 斜率 为 : y=2x+| =2,. 切线 AB 的 方程 为 


天 = 27 一 1.… BB、 的 坐标 为 B(0,--1)， D0) … 万 是 线段 AB 的 中 点 . 


4 
设 人 A 、 C(t, )、 Ll WW) (ls I 


省 1+4 入 PE 7 
a hb 9 
1+ 作 二 LC 
A 一 [十 4 
起 汪 2 飞 0 十 2 飞 0 
LA LA 
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1+ tw 1 + t 
ci 省 一 一 一 
1 十 岂 1+ 4， 
-1+22 1+2002 1+ 


1 + 4 1+ 4， 1+4， 1+ 


化 简 得 [C4 一) 一 (+A)]p=[( 和 一 和 4) 一 3]x+1+h 一 入 友 .…@ 


1 、 2 a 
当 x 天 二 时 ， 直 线 CD 的 方程 为 ， y= 人 一 0 …@ 
27 —1 
-+l 
联 立 DD、 回 解 得 四 ， 消 去 加， 得 了 点 轨迹 方程 为 。=Gx 一 ” 
op 
”9 
| 加 3 1 1 3 1 1 
当 zw = 一 时 ，EF 方程 为 : 一 一 = (一 4， 一 一 4 一 3)X+ 一 一 一 ,CD 方程 为 : 二 一 ， 联 
2 2” “4” 4 2 4 7 
| 
ne 7 
立 解 得 | 。 “也 在 了 点 轨迹 上 , 因 C 与 A 不 能 重合 ，… 匠 过 1 工 关 卫 
17 


… 所 求 轨 迹 方 程 为 y= =Gz- D) (x# 3) 


解 二 :由 解 一 知 ，AB 的 方程 为 上 = 2x- ,8(0—D), D7.0), 故 D 是 AB 的 中 点 


CD CA CB | 
令 y = 一 ,ft = 一 =1+,b = 一 -=1+ 罗 , 则 ft +h =3. 因 为 CD 为 A4BC 的 中 线 ， 
CP CE CA 


1 OBCF OAcor cap OAczp Ee + 3 7 S 
Hi CHOP Baogp Dey Oop 2 I WY DO DY 2 


… 忆 是 AZAZC 的 重心 . 


设 风 厂 7 帮 Ct0, 太 ), 因 点 C 异 于 A， 则 x 关 1, 故 重心 P 的 坐标 为 


Ol 
二 三 "= 一 “ 告 
3 3 


履 所 求 轨迹 方程 为 也 = =Gz- 全 人 3 


2 ey I 
,( 寺 天 na 3 消去 而 ,得 y= 二 (3 一 D2 
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例题 答案 : 


1,D 令 y=Xt, 得 =X= 土 4, 令 y= 一 + 得 += 一 y= 土 5, 由 此 可 见 , 曲 线 必 过 四 个 点 :(&, 4)， 


(-2,-2), (2 0 ,(-20-O0) ,从 结构 特征 看 ,方程 表示 的 曲线 是 以 这 四 后 为 项 后 的 四 边 形 , 易 知 
它 是 非 正 方形 的 委 形 . 


25 = 中 议 +12| |5(5h -3 力 )+12 


有 SS0 汪汪 , 当 和 S 和 一 3 有 力 =-2( 可 取 畴 = 用 = 一 ]) 时 ， 
= D4 Gt (五 , 力 ) 为 平面 上 任意 整 点 )， 


3,A， 此 抛物 线 的 焦点 与 原点 重合 ,得 直线 AB 的 方程 为 = M3x, 因 此 A,B 两 点 的 横 坐 标 
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， _ 4 _ 4 、 
满足 方程 :3x 一 8x 一 16= 0. 由 此 求 得 弦 AB 中 点 的 横 坐 标 总 = 二 天 华 标 思 ye 
, 4 1 4 16 
求 得 其 中 垂 线 方程 为 7 一 全 ), 令 =0, 得 P 氮 的 横 坐 标 了 =4+ 一 = 一 ， 

3 3 
即 pF- -0 
3 


4C 设 已 为 , 力 ), 又 椭圆 的 右 准 线 为 +*= 9, 而 | 2 = 2|PB|, 且 |P8|+|PB|=12， 


4 量 


一 -= -了 得 而 - 3, 代 入 椭圆 方程 得 jy = 415. 


0 


5A (1) 当 4B8 上 x+ 轴 时 ,$= 3 (28) :ce =Pe: 


= Ax 
ee a A 
(2) 当 AB 与 + 轴 不 垂直 时 , 设 AB 的 方程 为 y= 多, 由 Ea Xx 得 yy 
> 
a 2/ 


hap 
议 折 H,), 克 石 , 力 ), 则 .1 0 
+ 人 2 + 人 


/|= apc 人 = COc 和 < DOc. 


arz = 了 cd == 7 十 在 S$ ,7 


5A HAEP =|PAT +|Pat -2|Pal Paleos0= (PAl-|Pab +2|PAllPa 


27 


1 一 coSO 


二 = ee 


(1 一 cos0 ), 得 
一 COSO 2 


pp -IPAll PalsinO 6 


PAlIPAl= 


] 设 线段 PQ 上 任意 一 点 M0) 有 信和 了 =A0< /< DM = 07)2+3 


1 一 22Z 


=2+7, hh =(1—D)(-3)+7:2=—3+57, 故 a(2+7)+(—3+57) +2=0,7= 3 
2 十 


8, 三 =4ctr 设 直线 1/ 的 方程 为 y= HX 一 0) , 则 Q 点 坐标 为 (0, 一 fz) ,直线 QT 的 方程 为 
= -2 全 ,所 以 工 点 坐标 为 (- 在 C0) ,从 而 P 点 坐标 为 (在 C, -2 , 设 P 的 坐标 为 
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fe 
(二 肋骨 三 ; ,消去 不可 得 了 点 轨迹 方程 为 六 =4Qx. 
人 


Py 
9,[V5,V6] 由 Pe 全 
| 


由 OM 上 OOW 得 症 十 用 乃 =0, 即 2 厂 一 ( 才 二 和)+1=0, 将 石 十 五 = 一 一 一 一 


2 
10, 全 延长 NM 与 椭圆 6 人 = 1 的 右 准 线 7: X= 8 相交 于 DD, 设 M(t 力 , 则 


[MD|=8-x, 因 e= 27- 


-了 MO- (8- +) ,41|= -|=5 (+) 


人 日 1 
丁当 


x lu = 


a 


、 、 , 、 3 
11, 3V3 设 点 C 在 Xt 轴 上 方 ,由 AABC 是 等 边 三 角形 得 直线 AB 的 斜率 在 = ,又 直线 


后 


过 区 -1 0) 点 , 故 方 程 为 了 上 = ++, 代入 双 有 曲线 方程 一 y=1, 得 点 B 的 坐标 为 
(2,V3), 同 理 可 得 C 的 坐标 为 (2,-\3) ,所 以 A4BC 的 面积 为 [2-CDIM3= 3V3. 
12, m 一 4 不 妨 设 P 为 第 一 象限 的 一 点 , 则 | Pi|+|2| = 2V ao-| | = 2Va, 得 


ml=Ve+wVaPBl=m-Ve 于 是 | 25l=ma 


13,:(1) 证 明 : 易 知 直线 OP 的 方程 为 了 = 3x, 将 此 方程 代入 322 + ]2 = 6, 可 求 得 交点 


P(L，V3). 由 题 意 可 设 直线 PA,PB 的 方程 分 别 为 py-N3= -Cr-D 和 J7-A3 = AKx-1)， 


+2V3f-3 ff-2V3f-3 


分 别 与 椭圆 方程 联 立 ,可 求 得 A,B 的 横 坐 标 分 别 为 +, = 本 
3+ 记 3 上 + 在 
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ee 2 


从 而 7， 
3+ 大 


pp 12 人 3 十 顾 


直 
Evy AV3F -V3( 定 入) 


所 以 ys = 


(2) 不 妨 设 直线 AB 的 方程 为 上 = V3x++5, 与 椭圆 方程 联 立 ,并 消去 py 得 6+?++2V3Br+ 


(0° -6)=0, 有 |A 奢 =x + -Dy) = ts) (t+) 4 


3 


-4 一 全 -了 (6 -6)]= -3 +16 


| -w+4 i 


点 了 到 战线 AB 的 距离 7 = 向 所 以 ge ， xx 全 xd6-3 的 = 


1 FP+(12- 2), 


2- 7) < -I =3, 当 目 仅 当 太 =12 一 太 , 即 4= V6 时 ， 


(wj = V3 
14, 解 (1) 以 0 为 原点 ,4OB 的 平分 线 为 + 轴 建 立 直角 举 标 系 , 则 可 设 Aacos5. asin 5) 
Qlbcos5 ,5 sinD) .于 是 和 OPO 的 重心 C(t, jy) 的 坐标 为 
= (ceos5 + pcos + 0) -3(a+ jcos5 ， 
a (Csin5- sin5 1 0)= =C- O) sin5 
lO = 这 + -5 P)+5 Meos’ -sin -0 16) rT abcos0 


] 2 4 0 
>—.24p+ 二 abcos0=—apbecos’—. 
9 9 9 2 


义 已 知 必 opp= 了 cpsing- 36 ,得 06= 一 ,于 是 |Od|> > 二 COS 5 
| | .9 0 0 
16cot =4 Co , 且 当 Zz =2 = 等 号 成 立 , 故 |OG| =4 Co 


(2), 设 M(t 旋 则 由 |C4 = a get p= Te- (4- b) 
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0 ,, t 
2 
Cos 一 
_*  _y 


=]1(>0) ,这 网 是 所 求 动 点 M 的 轨迹 方程 . 


30 人 30tan 一 
2 2 


15, 解 :(1) 抛 物 线 访 = 2 or 的 焦点 为 (S$,0) 设 /的 直线 方程 为 y= Kx 一 9) (£#0). 


Ww =2px | 
本 fx -ph +2p)xr+ “ 廊 = 0, 设 M,N 的 横 坐 标 分 别 为 七, 厂 
2 


在 十 2 大 ye ] 
则 闫 + 石 = 亿 一“ 得 刀 WR 0 CA 
fe 2 2f 2f 2 fi 


1 pH +2p 


ee - 
而 PO 上/ 故 PQ 的 伸 率 为 ~- 工 .PQ 的 方程 为 /- 己 - 
ee 


设 动 点 及 的 坐标 ( 苇 乃 , 则 


f° 二 2 3Zf +2 
代入 j=0 得 =p+ 人 全 = -4 0 4 


2 在 


1 
=(zz+ 功 )=D+ 旋 要 
j 旺 ,因此 p(Xx— 2 =4y (yz 0), 
一 一 十 = 
J 7 yo) 2 


故 PQ 中 点 R 的 轨迹 工 的 方程 为 4y = ZE- p(yz#0). 


(2), 显 然 对 任意 非 零 整数 7 点 (XA47 +1), Pp 四) 都 是 L 上 的 整 点 , 故 工 上 有 无 穷 多 个 整 点 . 


有 反 设 L 上 有 一 个 整 点 (x,y) 到 原点 的 距离 为 整数 m, 不 妨 设 x>0,p>0,m>0, 则 


上 (2 


' ,因为 是 可 尼 数 ,于 是 Pp; 从 (Zz) 可 推出 DIX, 再 由 (四 可 推出 
4y = ZLT- PWD 


+h =m (Wm) 


ph 人 St= phy= pHm= AI 出 有 | “a 
4y*=x -1 (i) 


由 (7D,(zD) 得 “+ Te, = 1 ,于 是 (8x +1) 一 (8m) =17, 即 


(8t +1+87)(8x+1—87)=17, 于 古 8x +1+ 8 =17,8x +1—8m,=1, 


《中 学 数学 信息 网 》 系 列 资料 WWW. ZXSX. COM 版 权 所 有 @ 中 学 数学 信息 网 


WWWw EXSX.CONm 欢迎 光临 


下 载 资料 


得 = 14 =1, 故 =0, 有 = py =0, 但 L 上 的 点 满足 jy 关 0, 巴 盾 ! 
因此 ,L 上 任意 点 到 原点 的 距离 不 为 整数 . 


3 19 立体 图 形 ， 空 间 回 量 
一 . 直线 ,平面 乙 间 的 平行 与 牌 直 的 证 明 方法 


1. 运用 定义 证 明 ( 有 时 要 用 反 证 法 ); 2. 运用 平行 关系 证 明 ; 
3. 运用 垂直 关系 证 明 ; 4. 建立 空间 直角 坐标 系 , 运 用 衬 间 加 量 证 明 . 


例如 ,在 证 明 : 直 线 4 | 直线 和 时 .可 以 这 样 考 虑 


(1) 运 用 定义 证 明 直 线 4 与 6 所 成 的 角 为 90 : (2) 运 用 三 王 线 定理 或 其 闻 定 理 ; 
(3) 运 用 “ 知 Z 上 平面 w ,pCaQ, 则 QL 上 B25” (4 运用 “条 ZV cec 且 zc 则 zZ 上 上 2”: 


(5) 建 立 空间 直角 坐标 系 ,证 明 4:5=0. 
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二 .空间 中 的 角 和 距离 的 计算 
1. 求 卉 面 直 线 所 成 的 角 


(1)( 平 移 法 ) 过 P 作 4 //a,28 /1B, 则 4 与 5 的 夹 角 就 是 4 与 5 的 夹 角 ; 
(2) 证 明 g 1 上 5( 或 4112), 则 4 与 5 的 夹 角 为 90 (或 0 ); 
(3) 求 4 与 5 所 成 的 角 (0 < [0,]), 再 化 为 异 面 直线 4 与 5 所 成 的 角 (& e (0,=)) 


2, 求 耳 线 与 平面 所 成 的 角 
(1) (定义 法 ) 石 下 线 4 在 平生 内 的 冉 影 是 直线 2, 则 4 与 2 的 来 角 束 是 4 与 a 的 来 角 ; 


(2) 证 明 a 上 a (或 41/a), 则 4 与 a 的 夹 角 为 90"( 或 0"); 


(3) 求 4 与 a 的 法 向 量 “所 成 的 角 9 , 则 z 与 w 所 成 的 角 为 90 -9 或 6 一 90"， 
3. 求 二 面 角 


(1) (种 接 计 算 ) 在 二 耐 角 0 一 4B8 一 的 六 平面 a 内 任 取 一 吕 Pg AB, 过 P 作 AB 的 垂 线 ， 
交 AB 于 C, 再 过 P 作 户 的 垂 线 , 冬 足 为 D, 连 结 CD, 则 CD 4B, 故 人 PCD 为 所 求 的 二 面 角 . 


(2) (面积 射影 定理 ) 设 二 面 角 Q -4B- 8 的 大 小 为 6(09 基 90)), 平面 w 内 一 个 平面 图 形 下 


的 面积 为 甸 工 在 万 内 的 射影 网 形 的 面积 为 5 , 则 cos0 = + 全 0 为 钝 角 时 取 “ 一”). 


1 


(3) ( 异 面 直线 上 两 点 的 距离 公式 ): ZE = 咏 +M +WH 一 27Acos0 ,其 中 0 是 二 面 角 


0 一 AB 一 的 平面 角 ,EA 在 半 平 面 内 且 BE4 上 AB 于 点 A,BF 在 半 平 面 B 内 是 FB1 
AB 于 也 而 AB= 4Y, £A= m, B= n. 


(4) (三 面 角 的 余弦 定理 ), 三 面 角 人 -ABC 中 , LBSC=0, 人 C$4= BB, 人 45SB=7, 义 二 和 而 角 


PB-— SSA—C=0,WecosO 
sin BP siny 


(5)( 法 向 量 法 ) 平 面 w 的 法 向 量 有 与 平面 6 的 法 向 量 妨 所 成 的 角 为 9 , 则 所 求 的 二 面 角 为 
0( 同 类) 或 元 一 0 (异类 ). 
4. 求 两 点 A,B 间距 离 


(1) 构 千 三 角形 进行 计算 ; (2), 叶 面 直线 上 两 点 间 的 距离 公式 ; G3) 求 |[48 . 


5. 求 把 到 和 直线 的 距离 
(1) 构 造 三 角形 进行 计算 ; (2) 转 化 为 求 两 平行 红色 之 间 的 距离 . 
6. 求 点 到 平面 的 距离 
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下 载 资 料 


() 直 接 计 算 从 点 到 平面 所 引 垂 线段 的 长 度 ; (2) 转 化 为 求 平 行 线 面 间 的 距离 或 平行 平面 间 的 距离 ; 
(3) (体积 法 ) 转 化 为 来 一 个 校 锥 的 局 = = 其 中 V 为 棱锥 体积 ,S 为 压 面 面积 ,有 为 展 面 上 的 局 .(4) 


在 平面 上 取 一 点 A, 求 4 万 与 平面 的 法 向 量 z 的 夹 角 的 余弦 cos9 , 则 点 了 到 平面 
的 距离 为 4 = 47 jcosg| . 

7. 求 异 耐 直线 的 距离 

(])( 定 义 法 ) 求 异 面 直线 公 生 线段 的 长 ; (2)( 体 积 法 ) 转 化 为 求 几 何 体 的 高 ; 
(3)( 转 化 法 ) 转 化 为 求 平 行 线 面 间 的 距离 或 平行 平面 间 的 距离 ; 

(4)( 最 值 法 ) 构 造 异 面 直线 上 两 点 间距 离 的 函数 ,然后 求 函数 的 最 小 值 ; 


(5)( 射 影 法) 如 果 两 异 面 直线 2.2 在 同一 平面 内 的 射影 分 别 是 一 个 点 P 和 一 条 直线 /， 


则 4 与 5 的 距离 等 于 P 到 /的 距离 ， (6)( 公 式 法 )o = LV 一 My 一 1 十 271NC0S0. 

8. 求 平行 的 线 线 , 线 面 ,和 面 面 之 间 的 距离 的 方法 , 通 第 是 转化 为 求 点 与 线 或 点 与 而 之 间 的 距离 . 
三 .多 和 面体 与 旋转 体 

1. 柱 体 ( 校 柱 和 圆柱 ) 


(1) 侧 面积 56% = cL(c 为 直 截 面 周 长 , Z 为 侧 棱 或 母线 长 )O) 体 积 厂 = 4Z(4 为 底面 积 , 4 为 高 ) 
2. 锥 体 (棱锥 与 圆锥 ) 
(U) 正 棱锥 的 侧面 积 4 = = 有 (cc 为 底面 周 长 , 为 斜 高 )Q) 圆 锥 的 侧面 积 : SN 


(7 为 底面 周 长 , /为 母线 长 )G) 锥 体 的 体积 一 二 54( 5 为 底面 面积 , 为 高 ) 


2 3 

3. 锥 体 的 平行 于 底面 的 截面 性 质 :他 = 和 ,和 = 乞 
Ss MO 
4. 球 的 表面 积 :=4x 尼 ; 球 的 体积 : 人 


四 . 解 题 思 想 与 方法 叶 引 
1. 空 间 想象 能 力 ; 2. 数 形 结合 能 力 ; 3. 平 几 与 立 几 间 的 相互 转化 ; 4. 问 量 法 


例题 讲解 
1. 正四 面体 的 内 切 球 和 外 接 球 的 半径 之 比 为 (。” ) 
A,12 B, 1:3 C,1:4 D,1:9 


2. 由 曲线 x =4y,x = 一 4y,x=4,x= 一 4 围 成 的 图 形 绕 y 轴 旋转 一 周 所 得 的 几何 体 的 体积 为 


广 ; 满 足 x+J 16,x+(y 一 2) >4,x 二 (y+2) >4 的 点 (t 力 组 成 的 图 形 绕 


少 轴 旋转 一 周 所 得 的 儿 何 体 的 体积 为 万, 则 ( ” ) 
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帮 BF CN- 有 DH-28 


3. 如 右 图 ,底面 半径 x=1, 被 过 A,D 两 点 的 倾斜 平面 所 截 , 帘 面 是 离心 


率 为 二 的 椭圆 ,大 圆柱 母线 截 后 最 短处 4Z= 1, 则 截面 以 下 部 分 的 


几何 体 体 积 是 ( ” ) 
3 元 W2 


A, 一 B, 2 元 C, 元 D， (人 
2 


4. 在 四 面体 ABCD 中 , 设 48=1, CD= 3, 直线 AB 与 CD 的 距离 为 2, 夹 角 为 本 , 则 四 
面体 ABCD 的 体积 等 于 ( ) 


下 cl pb 3 
2 2 3 3 


5. 三 个 圆柱 侧面 两 两 相 切 , 且 它 们 的 轴 也 两 两 相互 垂下 ,如 朱 每 个 圆柱 撒 面 半径 者 是 1， 
那么 ,与 这 三 个 圆柱 侧面 都 相 切 的 最 小 球 的 半径 是 (  ) 


AI_1 | 了 ud 


B, 
2 4 


6. 四 面体 ABCD 的 顶点 为 A,B,C,D, 其 6 条 校 的 中 点 为 MY ,4,14,, 4, MY, MY,, 共 10 个 


点 , 任 取 4 个 点 , 则 这 4 个 点 不 共 面 的 概率 是 ( 。” ) 
7 24 47 
一 B, 一 (= | id 


7. 正方 体 ABCD- 4ABCD 的 楼 长 为 4, 则 异 面 直线 C D 与 BD 间 的 距离 等 于 
8， 正 四 棱锥 .9 4BCD 中 , 人 4A5$B=45", 二 面 角 4- $B- C 为 0 且 cos0 = Wi+Nn(m， 
有 为 整数 ), 则 十 = 


9. 在 正三 棱锥 P- ABC 中 , 4B= az, P41 =24, 过 A 作 平 面 分 别 交 平面 PBC 于 DE. 当 截面 


AADPE 的 周 长 最 小 时 ,5 ss = 了 到 截面 ADE 的 距离 为 


10. 空间 四 个 球 ,它们 的 半径 分 别 是 22,3,3. 每 个 球 部 与 其 他 三 个 球 外 切 . 妨 一 个 小 球 与 这 
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四 个 球 都 相 切 , 则 这 个 小 球 的 半径 等 于 


11. 三 个 12x12 的 正方 形 都 被 连接 两 条 邻 边 的 中 氮 的 直线 分 成 A,B 两 
厂 , 如 图 ,把 这 六 厂 粘 在 一 个 正六 边 形 的 外 和 面 ,然后 折 成 多 面体 , 则 这 个 


多 面体 的 体积 为  . ~ 


12. 下 三 棱柱 妇 局 OG 一 AZC 中 ,平面 4HC 二 平面 ABBRA, 昌 AC= 


V3.44, 则 AC 与 平面 4.BC 所 成 的 角 9 的 取 值 范围 是 


13. 如 图 , 直 三 棱柱 AZC- 4BO 中 , 4C= BC, 连 接 4B, BC， 


C4 车 AB 上 1 BC, 求证 AB 上 C4 


14. 如 图 , 设 人 5 一 ABCD 是 一 个 融 为 3, 底 面 边 长 为 2 的 正四 校 锥 ， 
K 是 校 SC 的 中 点 ,过 AK 作 平 面 与 线段 SB,SD 分 别 交 于 MN 
(MN 可 以 是 线段 的 端点 ). 试 求 四 校 锥 5- AMYKN 的 体积 V 
的 最 大 值 与 最 小 值 . 


15. 有 一 个 MAxNx 忆 的 长 方 体 盒子 , 另 有 一 个 (NA+2)x(Z+2)x(D+2) 的 长 方 体 盒 子 ， 
其 中 11 D 均 为 正 整 数 (mSNEAZD), 并 且 前 者 的 体积 是 后 者 一 半 , 求 p 的 最 大 值 . 


课 后 练习 

1. 甲 筑 分 子 由 一 个 矶 原子 和 四 个 氢 原 子 组 成 ,其 空间 构 型 为 一 正四 面体, 碳 原 子 位 于 该 正四 
面体 的 中 心 ,四 个 受 原 子 分 别 位 于 访 正 四 面体 的 四 个 顶点 上 .在 将 碳 原 子 和 妥 原 子 均 视 为 一 
个 点 ( 体 积 忽 略 不 计 ), 且 已 知 矶 原子 与 每 个 气 原 子 间 的 距离 都 为 &, 则 以 四 个 和 原子 为 项 局 
的 这 个 正四 面体 的 体积 为 ( ) 


Re B, ES Gr DS 
2 2 3 9 
2. 夹 在 两 个 平行 平面 之 间 的 球 ,圆柱 ,圆锥 在 这 两 个 平面 上 的 射影 都 是 圆 , 则 它们 的 体积 之 
比 为 (”) 
| B,2:3:1 C,3:6:2 D,6:8:3 
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3. 设 二 面 角 Qa -4 一 B 的 大 小 是 60",P 是 二 面 角 内 的 一 点 ,P 点 到 w,B 的 距离 分 别 为 lcm 
2cm, 则 点 P 到 校 z 的 距离 是 (”) 


A, a CM B, V21 CM 也， 
4/21 
CHI 


4. 如 图 ,E,F 分 别 是 正三 校 锥 A 一 BCD 的 校 AB,BC 


的 中 点 , 且 DE 上 EF. 车 BC= 4 , 则 此 正三 棱锥 的 体积 是 ) 
p 
3 

A, < B, 2 

24 24 
Cn DY3 ， 

12 12 
5. 校长 为 的 正八 面体 的 外 接 球 的 体积 是 (。” ) 
A, 一 B, 3 C, 8V2 ， D, v\2 ， 

0 21 3 3 


6. 奋 线段 AB 的 两 端点 到 平面 的 距离 都 等 于 2, 则 线段 AB 所 在 的 直线 和 和 平面 w 
的 位 置 关系 是 | 


7. 若 异 面 直线 4,5 所 原 角 为 60 ,AB 是 公 重 线 ,E,F 分 别 是 异 面 直线 4,5 上 到 A,B 距离 为 
2 和 平 共 处 的 两 点 , 当 |£Z|=3 时 ,线段 AB 的 长 为 
8， 如 图 (D), 在 直 四 棱柱 4BCD 4BCD 中 , 当 底面 四 边 形 4BCD 满 足 条 件 


时 ,有 A4Cl 有 人 ( 注 : 壤 上 你 认为 正确 的 一 种 条 件 即 可 ,不 必 考 虑 所 有 可 能 的 情形 ) 


C 图 (CD 
MY 图 2) 


9. 如 图 C), 是 一 个 正方 体 的 展开 图 ,在 原 正 方 体 中 ,有 下 列 命 题 : 
(AB 与 EF 所 连 吉 线 平行 ; AB 与 CD 所 在 直线 异 面 ; 
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(BMN 与 BF 所 在 直线 成 60”: @MN 与 CD 所 在 直线 互相 垂直 . 
其 中 正确 命题 的 序号 为 .( 将 所 有 正确 的 都 写 出 ) 


10. 如 图 ,在 AABC 中 ,AB=AC=13,BC=10,DE//BC 分 别 交 AB,AC 于 D,E. 将 AADEZ 沿 
DE 折 起 来 使 得 A 到 4, 且 4 DZ-B 为 60 的 二 面 角 , 求 4 到 直线 BC 的 最 小 距离 


11. 如 图 ,已 知 算 形 ABCD 中 ,AB=1,BC= 4 (4 >0),PA 上 平面 ABCD, HL PA=1. 


(1) 问 BC 边 上 是 任 存 在 反 Q 使 得 PQ 上 QD? 并 说 明理 由 ; 
(2) 若 边 上 有 且 只 有 一 个 点 Q, 使 得 PQ 上 QD, 求 这 时 二 面 角 Q 一 PD A 的 正切 . 


课 后 习题 答案 
1， 过 顶点 A,V 与 高 作 一 截面 交 BC 于 点 M, 点 0 为 正四 面体 的 中 心 , Q 为 底面 ABC 的 中 心 ， 


ss 1 V3 


设 正 四 面体 VABC 的 棱 长 为 , 则 AM= NN OM ANM = 


04-24M -Emr0 = -OM - 六 和 OQ = VO 10- nm-a 
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在 RIAAOO 中 ,40 =00 +AG ,好 4 = Cn) ME vs 
则 ZO = 54 有 HR ‘sin60°):VO -2 . 选 B. 


0 Nr 
温 世 提示 :正四 面体 外 接 球 的 半径 VO: 内 切 球 的 半径 OO -4:30 =3:1. 


D: HK) 一 2:3:1 先 BE. 


3. 设 PA 上 校 Z 于 点 APM 了 平面 cx 于 点 MPN 上 平面 有 于 点 N,PA=/LP4HM =0 , 则 


5SInC =] 
,得 V3 cosQ = 5sinQC ,有 Sinw = \3 或 -3_ 全 
/sin(60 —a)= 2 Sx/7 ON 7 
Fb 21 c7I , 选 B. 
Sln C 3 
4. 由 DEEF,EF/WAC. 有 DELAC 又 ACLBD.DE 门 BD=D, 得 AC1 上 平面 ABD. 


V2 


由 对 称 性 得 ZB4C= 人 C4D= 人 BA4D= 90", 于 是 A4B= AC= AD= 4. 


5， 可 由 两 个 相同 的 四 棱锥 底面 重合 而 成 ,有 27= 2 ,得 = 


外 接 球 的 体积 -了 二 2 , 选 D. 


6 > 


A< 2 时 ,AB// a ; 当 


4 恒 =2 时 ,AB/w 或 ABL ca 当 
研 -| 研 咱 研 枯 克 +3| 研 | 现 eos0 
可- 
4 司 = 6. 


A > 2 时 ,AB//a 或 与 w 斜 交 . 


7 由 ZV = EL+ AB+ BA, 得 


(1) 当 0 =60' 时 ,有 9= 4+| 可 +1+ 2. 2 了 了 香 


a ] 
DO) 当 9=120" 时 有 9=4+[ 吉 +-2.2.1 5 得 


8. AC | BD.( 或 ABCD 是 正方 形 或 莹 形 等 ) 
9. 将 展开 的 平面 图 形 还 原 为 正方 体 W4CZ- EMBD ,可 得 只 @, 由 正确 . 


10. 解 : 设 和 A4BC 的 高 AO 交 DE 于 点 OQ, 令 4Q = 
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由 AO=V13 -了 =12 有 O00 =12-x 

在 A4OO 中 ,ZA4QOO=60 有 4O =AG0 +0Q0 -2.:4Q:Q0O.cos60" 
得 40=V3(xr-6) +36. 

当 x= 6 时 , 4 到 直线 BC 的 最 小 距离 为 6. 


11. 解 :(1)( 如 图 ) 以 A 为 原点 建立 空间 直角 坐标 系 , 设 BQO= Xx, 则 


Q (1,x,0),P(0,0,1),D (0,4,0) 得 PO= (1,+,-1), OP=(-1,4- x,0) 

由 POL OD, 有 (x 一 1):(-l,a-+,0)= 0 得 -ar+1=0 中 
若 方程 人 有 解 , 必 为 正 数 解 , 且 小 于 xz. 由 A=(-O -4>0,z>0, 得 zx>2. 
( 当 Z>2 时 ,BC 上 存在 点 Q, 使 PQ 上 QD; 

( 刘 当 0< Z< 2 时 , BC 上 不 存在 点 Q, 使 PQ | QD. 

(2) 要 使 BC 边 上 有 且 只 有 一 个 点 Q, 使 PQ 上 QD, 则 方程 中 有 两 个 相等 的 实 根 ， 


这 时 ,A =(-4) -4=0, 得 4=2, 有 x+=1. 


又 平面 APD 的 法 向 量 = (1,0,0), 设 平面 PQD 的 法 向 量 为 思 =(t 力 几 


而 QD=(-1,1,0), PD=(0,2,0)— (0,0,1)= (0,2,O— 1), 


a .OP=0 {0 (1,1,0)= 0 


2 , 衣 
n,*: PD=0 (x,y,2): (0,2,—1)= 0 


得 X= J,z=2y 有 ,= (1,1,2), 则 


趟 过 


m:n, (1,0,0):(1,1,2) 1 


COS < 7 ,7 a pe J 


的 正切 为 V5. 


例题 丛 案 : 


则 tan< ,7 >=V5 所 以 二 面 角 CO- PD- 4 


1,B 设 楼 长 为 4, 外 接 球 的 半径 为 R, 内 切 球 的 半径 为 7, 则 RR 一 加 4) = 芭 a— 个- 


解 得 R= 一 一 和 ,有 7 :R=1:3. 


12 


V6 .YY VY 6 
4 4 


2,C 设 区 0,Z)(Z> 0) 则 过 A 的 两 个 截面 都 是 圆 环 ,面积 分 别 是 (4 一 x )x = (4 一 44)x 和 
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(zr=( 人 4- 40)r, 于 是 所 = 万 . 


3,B ”在 椭圆 中 b= /1 又- 得 5- 所 来 的 信和 三 = 元 .| :1 + 1” 2) =27 
a 


4,B 过 C 作 CE1/AB, 以 ACDE 为 底面 ,BC 为 侧 校 作 校 柱 4BA 一 ZCD, 则 所 求 四 面体 的 体 


, ] | | 
积 厂 等 于 上 述 棱柱 体积 万 的 ACDE 的 面积 售 = CEx CDxsin ZELCD,AB 与 CD 


8 a 1 . 
的 公 重 线 MN 就 是 棱柱 4ZA- CD 的 高 ,于 是 万 = C5xCDDxsin ZECI= 


ES 3 


=- SA 


-> 2X1]x 


以 
sl 


A We RE 面 直 线 , 而 寞 和 面 直 线 的 距离 都 为 2, 则 所 求 球 的 半径 为 
p= V2- ] . 


Co-6C5-6-3_ 141 47 
CT 270 70 


6,D 


V3 


7 本 4 设 E 是 CD 上 的 点 ,过 EE 作 EHJ4 DC 于 二 所 以 EH 上 而 ABCD, 过 了 在 面 ABCD 


V2 


内 作 HE 了 8D, 连接 EF, 所 以 EF | BD, 令 DH = x, HE=4- i 


(a—X) + Xt) = -2+ a 22 + 2a 


8,5” 因 各 侧面 为 全 等 的 等 腰 三 角形 .在 A$4B 内 作 高 AE, 则 CE 也 是 AZC 的 高 , 故 


0 
ALC=0. 设 $4=1 MW AL= CE= 48- BC=2sin™—, 4C = AP+ BC 


2 2 2 
Ap +CE — AC ye 


0 
0 4(1— cos 45°)= 4- 2/2.cosb = 
于 2Ap: CE 


得 加 十 及 = 十 8 =5. 


3V55 ， 3V5 
9.——4 一 
64 5 


将 三 棱锥 的 侧 棱 PA 剪 开 , 当 AADZE 的 周 长 最 小 时 ,其 展开 图 如 图 


AAPDE 的 周 长 即 是 展开 图 中 线段 44 的 长 . 易 证 AABD 
ow» APAB, X PA=2AB= 24, 改 AD= AB= 2BD= 0， 
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NO BPD=2.4 DELL. BC=2 0 A4DO5 中 
2 LO 4 


DE 上 的 高 AN =， 4D -GO -5 4 


-xx DE= 24; 从 P 向 底面 作 高 PO. 则 PO=AV 7 -40 


AAA 
3 


2 
A 2 LN IE 3V11 ， 设 P 到 截面 的 下 离 


为 4 , 则 LE, pz= 7, gps= 3 一 一 VV ;于 是 WU 三 一 一 0， 


6 、、，，、 Po I 
10, 设 半径 为 3 的 球 心 为 A,B, 半 径 为 2 的 球 心 为 C,D. 则 易 知 


AB=6,CD=4,AC=AD=BC=BD=5. 设 小 球 中 心 为 0, 半径 为 , 则 O 在 

四 面体 ABCD 内 且 AO=BO=3+ ,CO=DO=2+7. 取 AB 中 点 了 ,连结 
CE,DE, 则 CE 上 AB,DE | 上 AB, 故 平面 CDE 为 线段 AB 的 垂 百 平分 面 
0 ,所 以 O 在 平面 CDE 内 ,又 由 OC=OD=2+7 知 0 在 CD 的 垂直 平 


分 面 5 内 , 故 0 在 等 腰 ACZZD 底 边 CD 上 的 高 EF 上 (F 为 CD 中 点 ), 易 算出 ED=EC= 
V5 = 4, 得 和 CD 为 等 边 三 角形 . 于 是 EF- 全 ED-2 而 OF=NOC- CF 


=V(2+7) —2° = (4+7).0E= VO4f - AF =N3+7) -3 = /7(6 +7) ,代入 OE+OF 
=EF=2 V3 得 V7(4 +7) + V6 +7) =23 解 得 庆生 一 


3 
11,864 ”将 几何 体 和 补 成 一 个 校长 为 12 的 正方 体 ,几何 体 的 体积 为 正方 体 体 积 的 一 半 , 为 村 
12,0 ?<0<30” 作 AD 上 4B 于 DD, 易 证 AD 二 平面 4BC, 所 以 LA4CD=0 设 A4 = 


=V3a.sing 人 易 证 BC 上 平面 4.4BZ， 


1-3sin 0 


] 
2 I <3 忆 ,|sing|< 一 ， 
1-3sin’0 2 


ABP= x,W) AD= 


故 ZCB4=90 ,从 而 4B< AC, 即 +<V34, 于 是 0< 


《中 学 数学 信息 网 》 系 列 资料 WWW. ZXSX. COM 版 权 所 有 @ 中 学 数学 信息 网 


WWWw EXSX.CONm 欢迎 光临 


又 0 <0<90", 得 0" <0 <30". 

13, 证 明 : 设 D, 分 别 为 AB, 4 及 的 中 扣 . 连 结 CD, CD 及 BD ,D4 .因为 BD1/D 4, 所 以 
四 边 形 BD A 为 平行 四 边 形 ,得 B01 D4 . 因 AC=BC, 于 是 有 GC = GGA.XD, 人 D 分 别 为 
AB, 4 民有 的 中 扣 , 故 CD 上 AB, CD AB, 而 4B 在 平 甸 ABC( 或 4BO ) 内 的 财 影 为 AB 
(或 48) 得 AB 1CD,AB 1 CD,XC 和 AB BO ABR 1 平面 BOD,MWAB 


1 BD,X BD DA FAR 1 DA .XK AB 1 OCD, 得 AB | 平面 4CD, 从 而 得 证 . 
14, 解 :为 了 建立 V 与 原 四 棱锥 人 -ABCD 的 关系 .我 们 先 引 用 
下 面 的 事实 : 


(如 图 ) 设 4, 有 万 ,CG 分别 在 三 梭 锥 5- A4BC 的 侧 校 SA,SB,SC 上 ， 


义 信 一 4BGO 与 5 一 ABC 的 体积 分 别 是 所 和 V, 则 


L534:38 :50 
VV $4:SB: SC 


CH _ VC 
事实 上 , 议 C, CG 在 平面 SAB 的 射影 分 史 是 瑟 V7. 则 一 一 = 一 一 ， 
CH SC 
1 
9 324 .2 天 本 Gone S45BSC 
i -3 一 一 一 一- 人 4 下面 同 到 原 是 
了， SASB 六 Lops S458.5C 
3 
SM Sy 
设 一 一 =X, 一 一 = yy, 因 5 一 ABCD 的 体积 为 矿 ce 二 4. 于 是 由 上 面 的 事实 有 
SB "SD 3 


2 SSB: SD:.SA TAO SC 


= 人 AZ 六 /yaoc Vs ADC 


SM SK:SA4 SN.SK.SA 1! 1 1 _, + 
一 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 二 覆 十 一 人 二 一 + 二 一 儿 , 十 古 y= | 
SSB:.SC-.S4A SD.SC.SA 2 2 2 3 一 ] 


1 
而 由 0< y= a 


隐 出 
3x—1 37+-1 2 


1 _ 3X(3X-— 2) 
(3x-1) Gx-1) 


(1) 当 二 <+< 人 时 , 矿 <0,V 为 减 函 数 ,四 ) 当 全 <+<1 时 , 太 >0,V 为 增 函 数 


又 得 玉 =1- .所 以 


所 以 得 信 ,，= 信 ,= 
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1, 解 :由 题 意 ,27U1UD= (MA+2)( ZN+2)( p+2) ,得 (LI+ + 三 网 届 
M A Pp 
2 2 2 2 
() 当 ji >8 时 ,由 mi EN<AD, 则 (1+ 一 )( + 一 ) 和 + 一 ) 和 (1] + 一 ) <2, 巴 盾 ! 
Mm A Pp 8 


2 当 W< 2 时,(14 帮 4d+ 必 >2, 矛 后 
Mm A 2 


(3) 当 区 =3 时 , 则 6wp=5(n+2)(p+2), 即 (x-10)(p-10)=120. 
所 以 zp 的 最 大 人 为 130; 


(4 当 娘 =4 时 则 472=3(Z+20DH+2) 即 (2-6LD-O=48. 
所 以 的 最 大 值 为 54; 


2 2 2 
Se 


?IS dt)0+S) 
Mm A S S 
综 上 所 述 : p 的 最 大 值 为 130. 


s 20 平面 几何 证 阴 
1. ”线段 或 角 相 等 的 证 明 
(1) 利用 全 等 八 或 相似 多 边 形 ，; 


(2) 利用 等 腰 人; 


(3) 利用 平行 四 边 形 ; 
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(4) 利用 等 量 代 换 ; 
(5) 利用 平行 线 的 性 质 或 利用 比例 关系 


(6) 利用 圆 中 的 等 量 关 系 等 。 


2. 线段 或 角 的 和 将 倍 分 的 证 明 


(1) 转化 为 相等 问题 。 如 要 证 明 a=p 士 c， 可 以 先 作 出 线段 p=b 土 c<， 再 去 证 明 a=p， 即 所 
谓 “ 截 长 补 短 ”， 角 的 问题 仿 此 进行 。 


(2) 直接 用 已 知 的 定理 。 例 如 : 中 位 线 定理 ，&RtA 斜 边 上 的 中 线 等 于 笠 边 的 一 半 :， 信 的 
外 角 等 于 不 相 邻 的 内 角 之 和 ; 圆周 角 等 于 同 踊 所 对 圆心 角 的 一 半 等 等 。 


3. 两 线 平 行 与 垂直 的 证 明 


(1) 利用 两 线 平行 与 垂直 的 判定 定理 。 


(2) 利用 平行 四 边 形 的 性 质 可 证 明 平 行 ， 利 用 等 采信 的 “三 线 合 一 ”可 证 明 垂 下。 


(3) 利用 比例 关系 可 证 明 平 行 : 利用 勾 股 定理 的 逆 定 理 可 证 明 垂 直 等 。 


例题 讲解 


1. 从 0 外 一 点 P 向 圆 引 两 条 切线 PA、PB 和 人 割 线 PCD。 从 A 点 作 弦 AE 平行 于 CD， 连结 BE 
交 CD 于 F。 求 证 : BE 平分 CD。 


2. AABC 内 接 于 0,P 是 弧 AB 上 的 一 点 , 过 P 作 0A., 0B 的 重 线 , 与 AC, BC 分 别 交 于 S,T, AB 
交 于 M、N。 求 证 ;PM=MS 充 要 条 件 是 PN=NT。 下 


3. 已 知 A 为 平面 上 两 半径 不 等 的 圆 01 和 0; 的 一 个 交点 ， 两 外 公 切 线 PiPa 
QiQ& 分 别 切 两 圆 于 PE、P*、Qi、Q，M、M2 分 别 为 PiQ1、P2oQz 的 中 点 。 求 证 : 
L011M0»= MiAM,。 
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4. 在 AABC 中 ，AB>AC， 芝 A 的 外 角 平 分 线 交 信 ABC 的 外 接 圆 于 D，DEJLAB 于 E， 求 证 : 
AB -AC 
AE= 2 


5. ABC 的 顶点 B 在 Q@0 外 ，BA、BC 均 与 @0 相交 ， 过 BA 与 圆 的 交点 人 K 引 二 ABC 平分 线 
的 垂 线 ， 交 G@0 于 P， 交 BC 于 M。 


求证 : 线段 PM 为 圆心 到 ~ABC 平分 线 距 离 的 2 倍 。 


6. 在 AABC 中 ，AP 为 之 A 的 平分 线 ，AM 为 BC 边 上 的 中 线 ， 过 B 作 BHLAP 于 H，AM 的 延 
长 线 交 BH 于 Q， 求 证 : PQW AB。 
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7. 菱形 ABCD 的 内 切 圆 0 与 各 边 分 别 切 于 E、F、G6、H， 在 EF 与 GH 上 分 别 作 @0 的 切线 
交 AB 于 M， 交 BC 于 N， 交 CD 于 P， 交 DA 于 0Q。 


求证 : MQVW NP。 


8. ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 ， 其 对 角 线 交 于 P，M、N 分 别 是 AD、BC 的 中 点 ， 过 M、N 分别 作 
BD、AC 的 垂 线 交 于 下 。 求 证: KP 上 AP。 


9， 以 AABC 的 边 BC 为 直径 作 半 圆 ， 与 AB、AC 分 别 交 于 点 D、E。 过 D、E 作 BC 的 垂 线 ， 
重 足 分 别 是 F、6， 线 段 DG、EF 交 于 点 M。 求 证 : AM BC。 
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例题 答案 : 


1， 分 析 1: 构造 两 个 全 等 人 A。 
连结 ED、AC、AF。 


CF=DF 一 人 ACF 宇 人 EDF 一 


A = ED 
oe LENCD 
ACF= AEDF 


0 EFD = /AEFEF= /ABP 
一 把 一 
FDC= AEBPe 让 F、B、 了 PF 四 点 共 回 二 


<— 


<— LPAB=A AEB=APFB 


分 析 2: 利用 圆 中 的 每 量 关 系 。 连 结 OF、0P、0B。 


DBP= 90" 
CF= DFe AOFP= 90" < 
六 、F、EB，P 四 点 共 回 < 


— 人 PFB= 和 人 PO0B 一 


LPFB= /AEB< AEI CD 
[<ZPOB= ZAEB 。 Pa，PE 是 切线 


注 : 连结 0P、0A、0F， 证 明 A、0、F、P 四 点 共 圆 亦 可 。 


PM TN 


2， 分 析 : 只 需 证 出 5 NP, PM。 PN=MS 。NT。 


(LZ1=L2, AL3=L4) > AAPMOAPBN 


—> EN PN 一 PM。PN=AM。BN 
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(ZBNT=LAMS, ZBTN=AMAS) 一 人 人 BNT 一 人 SMA 


MS AM 


> BN NT —MS. NT=AM. BN 


3 分析: 设 B 为 两 圆 的 男 一 交点 ， 连 结 并 
延长 BA 交 PiPs 于 C, 交 010s 于 M, 则 C 为 PiP。 
的 中 点 ， 且 PIM1ANHCMANH PoaMo， 故 CM 为 MiMo 
的 中 与 线 。 


在 OM 上 截取 MOs=MO,, 则 MAOs= MAO,, 


故 只 需 证 过 01AM= 过 03AM， 即 证 六 3 人 MD; 。 


由 和信 Pi01M1*P202M2，Mi03=M202。，01P1=01A，02P2=02A 可 得 。 


图 4 图 4-1 图 4-2 FF-AE, 只 


呈正 
BF=AC， 连 结 DC、DB、DEF， 从 而 上 只 需 证 ADBF 室 人 DCA 
— DF=DA，DBF= “DCA，DFB= 二 DAC 
— DFA=DAF= 二 DAG。 


方法 2、 延 长 CA 至 6， 使 AG=AE， 则 只 需 
证 BE=CG 


一 连结 DG、DC、DB， 则 只 需 证 
ADBES 和 ADcG 


— DE=DG, ADBE=ADCG, 
ZZDEB=ZDGC=Rt A。 
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在 1 4 0 He 人知 陋 海 中 学 徐 讲 > 
A : 徐 进 光 

ee 7 A ， 5. 分析: 着 
本 加 ， ” 角 平 分 线 过 

: 到 0 0， 则 P、 M 

A 重合 ，PM=0， 

和 ee 62 结论 显然 成 

ye 
若 角 平分 线 不 过 0， 则 延长 D0 至 D“， 使 0D”=0D， 则 只 需 证 DD “=PM。 连 结 D”P、DM 


则 只 需 证 DMPD ‘为 平行 四 边 力 形 。 


过 0 作 mLPK, 则 DD 一斑 Dp” ,kK 一 玉 p， 


.LD “PK=ADKP 


BL 平分 <ABC，MK LBL 一 BL 为 MK 的 中 焉 线 一 人 DKB= DMK 


.“. LD” PK=ALDMK, “.D ‘PHDM。 出 D’ 


.DMPD “为 平行 四 边 形 。 


D/PM, 


6. 分 析 : 方法 1、 结 合 中 线 和 角 平分 线 的 性 质 ， 考 虑 用 比例 证 明 平 行 。 


倍 长 中 线 : 延长 AM 全 站 


PIMWI _ QM E+ Fh MA+ WI 


PQOAAB ME MA MB-PM MA-QM -< 


EP Ba 
= —, AC= A'B 
FC aC 
CS A fe 
[QA A'B 
LA ‘BQ=180° -~ (ZHBA+ ZBAH+ CAP)= 180° 
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方法 2、 结 合 角 平分 线 和 BHJ_AH 联想 对 称 知识 。 


延长 BH 交 AC 的 延长 线 于 B”， 如 图 6-2。 则 量 为 BB“ 的 中 点 ， 因 为 M 为 BC 的 中 点 ， 连 
结 HM， 则 HMAB/C。 延 长 HM 交 AB 于 0， 则 0 为 AB 的 中 点 。 延 长 M0 至 M” ， 使 0M “=0M,， 
连结 M A、M“B， 则 AM”BM 是 平行 四 边 形 ， 


HP_ HM HQ 
.MP/AAM“，QMABM”。 于 是 ， fa MM WE， 所 以 PQWAB。 


7. 分 析 : 由 ABWCD 知 : 要 证 MQANP， 只 需 证 ~AMQ= 人 人 CPN,， 


AM _ CP 
结合 ZA= 人 LC 知 ， 只 需 证 人 AMQAPACPN 2 CN AM。 CN=AQ 。CP。 


连结 AC、BD， 其 交点 为 内 切 圆 心 0。 设 MN 与 @0 切 于 K， 连 结 OE、0M、0K、0N、0F。 记 
/ABO=®, LAMOKR=a ,KON=B， 则 


LEOM=a, AFON=B, AEOF=2a +2B=180" -249。 
.BON=90° -ZNOF- LCOF=90° -B-qb=a 


.LNU=NBU+~NOB= 中 +a= 二 AUOE+ 二 MOE= 二 AUM 


外 KM 记 品 


又 了 0CN= 了 MA0，.…,. 和信 0CN 人 MA0， 于 是 CD CH ， 


.AM » CN=AO 。 C0 

同 理 ，AQ 。 CP=A0 。C0。 

8.， 分 析 : 延长 KP 交 AB 于 L， 则 只 需 证 PAL+ 和 人 APL=90”， 
即 只 需 证 和 PDC+ 人 KPC=90”， 只 需 证 和 PDC= 和 人 PKF， 


因为 P、F、K、E 四 点 共 圆 ， 故 只 需 证 PDC= PEF， 即 EFW DC。 


DE DP DE DA 2DM DE DM 


FE CPoOFE CE 2CN<o FE CN < 人 人 DME A 人 CNE 
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9. 分 析 : 连结 BE、CD 
2 H, 则 互 为 垩 心 ， 
故 AH BC。 同一 法 ) 


D 
中 s 设 AHLBC 于 0, DG、 AH 
Le | Za M1, EF\ AH 太 于 Mo, 
[i 下 面 证 MI、Ms 重合 。 
F D GC 


UD ob De DF 


DMa Fu Elre iF 


OG EG 


只 需 证 OG:DF=EG-:OF, 即 吕 F DF 
Rt 和 NOEGH RtAODFe LDOF= LDHB= LEHC= 人 EOG.。 


$ 21 平面 几何 名 定理 


四 个 重要 定理 : 
梅 涅 劳 斯 Menelaus) 定理 〈 梅 氏 线 ) 
和 AABC 的 三 边 BC、CA、AB 或 其 延长 线 上 有 点 P、Q、R， 则 P、Q、R 共 线 的 
PR 
Q BP CQ AR _| 
B CC ” 记 充 要 条 件 是 Fr A RE ， 
罕 甩 (Ceva) 定理 ( 究 岂 点 ) 
民 站 ”人 ABC 的 三 边 BC、CA、AB 上 有 点 P、Q、R， 则 AP、BQ、CR 共 点 的 充 要 条 件 是 
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托 勒 密 (Ptolemy) 定理 
D 上 
四 边 形 的 两 对 边 乘 积 之 和 等 于 其 对 角 线 和 溢 积 的 充 要 条 件 是 该 四 边 形 内 接 
于 一 圆 。 
A 日 
局 西 姆 松 (Simson) 定理 西 姆 松 线 ) 


.Cc 从 一 扩 巾 三 角形 的 三 边 所 引 垂 线 的 垂 足 共 线 的 充 要 条 件 是 该 点 沙 在 二 
~E 角形 的 外 接 圆 上 。 


例题 讲解 


0 
1. 设 AD 是 AABC 的 边 BC 上 的 中 线 ， 直 线 CF 交 AD 于 F。 求 证 ， ED FB， 


加 
号 
人 


2. 过 入 ABC 的 重心 6 的 直线 分 别 交 AB、AC 于 E、F， 交 CB 于 D。 求 证 ， 上 上 Fa 


口 
CD 
mY 
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BD AF CE 
3. D、E、F 分 别 在 AABC 的 BC、CA、AB 边 上 F，Dr FB EA ,AD、BE、CF 交 成 人 LMN。 
求 SArMws 
局 
F 
E 
日 0 


4. 以 AABC 各 边 为 底 边 向 外 作 相 似 的 等 有 古 和信 BCE、 人 入 CAF、 人 和信 ABG。 求 证 : AE、BF、CG 相交 于 一 点 ， 


5. 已 知人 AABC 中， 一 B=2 CC。 求 证 : AC2=AB2+AB 。BC。 


6， 已 知 正七 边 形 A1AzAsAsAsheA7。 求 证 ， 六 2 3 全， 
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7. 人 ABC 的 BC 边 上 的 高 Ap 的 延长 线 交 外 接 圆 于 P， 作 PELAB 于 E， 延 长 ED 交 AC 延长 线 于 F。 


求证 : BC。EF=BF。CE+BE。CF。 


8. 正六 边 形 ABCDEF 的 对 角 线 AC、CE 分 别 被 内 分 点 M_N 分 成 的 比 为 AM 
AC=CN: CE=k， 且 B、M、N 共 线 。 求 k。 (23-IMO-5) 


9. 0 为 人 ABC 内 一 点 ， 分 别 以 du、du、d 表 示 0 到 BC、CA、AB 的 距离 ， 以 Re、Ro、R。 表示 0 到 A B.C 
的 距离 。 


证 
求证 : (1) a。R 三 b。dhitc。d.， 


(2) a* Ra 之 c 。 dvtb 。de: 


(3) R .+RI+R 志 2(d+dhi+d) 。 上 
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10. AABC 中 ，H、G、0 分 别 为 重心 、 重 心 、 外 心 。 求 证 : H、G、0 三 点 共 线 ， 且 HG=2G60。【〔 欧 拉 
线 ) 


11.，@O0 和 @0* 与 AABC 的 三 边 所 在 直线 都 相 切 ，E、F、G、E 为 切 点 ，EG、FH 的 延长 线 交 于 P， 
求证 : PA | BC。 


12. 如 图 ， 在 四 边 形 ABCD 中 ， 对 角 线 AC 平 分 “BAD。 在 CD 上 取 一 点 E，BE 与 AC 相交 于 FE， 延 长 
DF 六 BC 于 G。 求 证 : 人 GAC= 人 EAC。 
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例题 答案 : 


AE DC BF _| 


1. 分 析 : CEF 截 和 ABD 一 ED CB FA ( 梅 氏 定理 ) 


评注 ， 也 可 以 添加 辅助 线 证 明 : 过 A、B、D 之 一 作 CF 的 平行 线 。 


2. 分 析 : 连结 并 延长 AG 交 BC 于 M， 则 MM 为 BC 的 中 点 。 


BE AG MD 
DEG 截 和 人 ABM EB& GM DB ( 梅 氏 定理 ) 
ee 
CF AG MD 了 有 


DGF 截 人 ACM 一 了 GM DC ( 梅 氏 定理 ) i 


EE CF GNM.IDBE+ DE OGM.2MD 
.Es 上 只 = MD = 20NM .MD =] 


评注 : 梅 氏 定理 


3， 梅 氏 定 理 
4， 塞 瓦 定 理 
5， 分 析 : 过 A 作 BC 的 平行 线 交 人 ABC 的 外 接 圆 于 D， 连 结 BD。 则 CD=DA=AB，AC=BD。 
由 托 勒 密 定理 ，AC。BD=AD。BC+CD。AB。 
评注 : 托 勒 密 和 定理 

6. 评注; 托 勒 密 定 理 

7. 评注 : 西 姆 松 定 理 〈 西 姆 松 线 ) 

8. 评注 :面积 法 
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10. 评注 : 同一 法 


CG EH DE 


11. 证 明 : 连结 BD 交 AC 于 H。 对 入 BCD 用 塞 瓦 定理 ， 可 得 GB HD EC 
因为 AH 是 和 BAD 的 角 平 分 线 ， 由 角 平 分 线 定理 ， 


EH AB CG AB DE 


可 得 HD AD, 故 GB AD EC 


过 C 作 AB 的 平行 线 交 AG 的 延长 线 于 I， 过 C 作 AD 的 平行 线 交 AE 的 延长 
线 于 J。 


Co CI DE AD 


则 GB AB EC CJ 


9 


Cl AB AD_ | 


所 以 总 芭 上 CJ ， 从 而 CI=CJ。 


叉 因 为 CI//AB，CJ//AD， 故 人 ACI= -人 BAC= -人 DAC= 人 ACJ。 


因此 ，AACI 呈 AACJ， 从 而 和 IAC= 一 JAC， 即 二 GAC= 二 EAC。 
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$ 22 几何 变换 
一 、 平移 变换 
1. ”定义 设 PO 是 一 条 给 定 的 有 向 线段 ，T 是 平面 上 的 一 个 变换 ， 它 把 平面 图 形 F 上 
任 一 点 于 变 到 下， 使 得 了 = PO， 则 了 叫做 沿 有 向 线段 PO 的 平移 变换 。 记 为 


2. ”主要 性 质 在 平移 变换 下 ， 对 应 线段 平行 且 相 等 ， 直 线 变 为 和 直线， 三 角形 变 为 三 角 
形 ， 圆 变 为 圆 。 两 对 应 点 连 线段 与 给 定 的 有 加 线段 平行 《 共 线 ) 且 相 等 。 


二 、 轴 对 称 变换 


1. ”定义 设 / 是 一 条 给 定 的 直线 ， 水 是 平面 上 的 一 个 变换 ， 它 把 平面 图 形 F 上 任 一 操 
工 变 到 人， 使 得 与 生 关 于 直线 /对 称 ， 则 4 叫做 以 /为 对 称 轴 的 轴 对 称 变 换 。 记 为 


一 > 图形 一下， 


2.， ”主要 性 质 在 轴 对 称 变换 下 ， 对 应 线段 相等 ， 对 应 直线 〈 段 ) 或 者 平行 ， 或 者 交 于 
对 称 轴 ， 且 这 两 条 直线 的 夹 角 被 对 称 轴 平 分 。 


三 、 旋转 变换 


1. 定义 设 w 是 一 个 定 角 ，0 是 一 个 定点 ，R 是 平面 上 的 一 个 变换 ， 它 把 点 0 仍 变 到 0 
(不 动 点 ) ， 而 把 平面 图 形 F 上 任 一 点 生变 到 了 于， 使 得 QTFT'= CEF， 且 二 ICB=w， 则 R 


叫做 绕 中 心 0， 旋 转角 为 a 的 旋转 变换 。 记 为 于 2 > 和 ， 图 形 5 一 “2 > 。 


其 中 <0 时 ， 表 示 ABC 和 的 始 边 OT 到 终 边 OF 的 旋转 方 辐 为 顺 时 针 方 则 ;x > 0 时 ， 
为 逆 时 和 针 方 问 。 


2. 主要 性 质 在 旋转 变换 下 ， 对 应 线段 相等 ， 对 应 直线 的 夹 角 等 于 旋转 角 。 
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下 载 资 料 


四 、 位 似 变 换 


1. ”定义 设 0 是 一 个 定点 ， 了 是 平面 上 的 一 个 变换 ， 它 把 平面 图 形 F 上 任 一 点 下 变 到 
入， 使 得 QF =f QF ， 则 日 叫做 以 0 为 位 似 中 心 ，K 为 位 似 比 的 位 似 变换 。 记 为 


yy ERE EA 


其 中 > 0 时 ， 石 在 射线 CT 上， 此 时 的 位 似 变 换 叫 做 外 位 似 :， 《< 0 时， 好 在 射线 
CO 和 的 反 回 延长 线 上 ， 此 时 的 位 似 变换 叫做 内 位 似 。 


2. ”主要 性 质 在 位 似 变 换 下 ， 一 对 位 似 对 应 点 与 位 似 中 心 共 线 ; 一 条 线 上 的 点 变 到 一 
条 线 上 ， 且 保持 顺序 ， 即 共 线 点 变 为 共 线 点 ， 共 点 线 变 为 共 点 线 ; 对 应 线段 的 比 等 于 位 
似 比 的 绝对 值 ， 对 应 图 形 面 积 的 比 等 于 位 似 比 的 平方 ; 不 经 过 位 似 中 心 的 对 应 线段 平行 ， 
即 一 直线 变 为 与 它 平 行 的 直线 ; 任何 两 条 直线 的 平行 、 相 交 位 置 关 系 保持 不 变 ; 圆 变 为 
圆 ， 且 两 圆心 为 对 应 点 ; 两 对 应 圆 相 切 时 切 点 为 位 似 中 心 。 


例题 讲解 


1. P 是 平行 四 边 形 4BCD 内 一 点 ， 且 LPA4B= PCD 。 


求证 : 人 PBA = 人 PDA 


2.“ 风 平 三 角形 ”中 ， A4= BB'= CC=2, 人 AOB = 《人 BOC'= 60° ， 求 证 : 
人 Ayoy 三 Si goc BE Acoy < V3 


3. 在 两 条 对 角 线 长 度 以 及 来 角 一 定 的 所 有 上 曲 四边形 中 ， 试 来 周 长 最 小 的 四 边 形 。 
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4.P 加 o 的 强 4B 的 中 点 ， 过 PP 点 引 加 go 的 两 弦 CD、ZL， 连 接 DEXAB 于 MM， 连 接 
CFABJN; 求证 : MP = WP。 


S: 圆 "是 给 定 锐角 ZLCZ 内 一 个 定 圆 ， 试 在 圆 o 及 射线 CA、CZ 上 各 求 一 扣 尺 0、 
有 使 得 APOR 的 周 长 最 小 ; 


6.AABC 中 ，LA>90?，AD 1 BC 于 DP，APOR 是 它 的 任 一 内 接 三 角形 ， 
求证 : PO+ OR + RP > 2AD 


7 以 A4BC 的 边 4B、AC 为 冬 边 分 别 回 外 作 等 采 下 角 三 角形 4PB、AQOC,，M 冯 BC 
的 中 点 ， 求 证 : WYP= MO,， MP 1 M0. 


8 己 知 O 是 A4BC 内 一 点 ， 人 人 AOB8= 人 BOC = LCO4 =120°, PP 是 A4BC 内 任意 一 点 ， 
求证 ; P4+ PB+ PC> O4+0O0B8B+ OC.(O 为 费 马 点 ) 


9 圆 C 与 A4HC 的 三 边 H、CA、4BH 分 别 交 于 氮 4、 了、 及 、 有、G、C， 过 上 述 
六 个 点 分 别 作 所 在 边 的 环线 ar、 2 pb、 DO 1、 C2， 设 @、 Db,、 = , 
求证 : 4,、Bb、c, 三 线 也 相交 于 一 点 ; 
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10.4D 是 和 ABO 的 外 接 圆 0O 的 直径 ， 过 D 作 圆 O 的 切线 交 BC 于 P， 连 接 并 延长 
PO 分 别 交 4B、AC 于 MN、N， 求 证 : OW = CN 


例题 答案 


【 例 1】P 是 平行 四 边 形 4BCD 内 一 点 ， 且 LP4B = PC 。 


求证 : PHA= 人 PDA ! 和 II 


【分 析 】 作 变换 AMBP_ rc >ADCP 

WAABP = ADPCP, A1 = ZL5, L3= AL6 由 PP=4D= BC,ADPPP、PP CB 部 是 平行 四 边 形 ， 
N22 .28 2Z4= 2Z7OENMNZI= 22 有 过 了， 

PP、D、 媚 、C 四 点 共 圆 。 故 L6= L7， 即 人 3== 人 4 


【 例 2】“ 风 平 三 角形 ”中 ，A4= BB'= COC=2,LAOZ= 人 BOC'= 60° 


图 2 
求证 : Dp 十 De 十 ep < V3 


【分 析 】 作 变换 A4 OC 一 >A4OR',ABOC' CO >、AP PR'， 则 Pr 和 Re"' 重 合 ， 
记 为 R= R= RR"';… PP、R、O0 共 线 ，O、A、0O0 共 线 ，O、B'、P 共 线 ，AOPO 为 等 边 
0 

Dep i 二 eo < V3 
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【分 析 】 取 4C、 因 a / A 
平行 四 边 形 RCC 交 于 : \ 


同 理 可 得 4B4 DC> 4B8+4 DC 
故 当 四 边 形 为 平行 四 边 形 时 ， 周 长 最 / 图 3 


【评注 】 当 已 知 条 件 分 散 ， 区 其 是 相等 的 条 件 分 若 ， 而 又 不 容易 找 出 证 明 途 径 ， 或 题目 
中 有 平行 条 件 时 ， 将 图 形 的 茶 一 部 分 施行 平移 变换 ， 秆 帝 十 分 凑 效 。 


【 例 4】 贺 co 的 苞 42 的 中 点 ， 过 Z 点 引 圆 o 的 两 芍 CD、ZBO 连接 25 交 4A4B 于 40 连接 
CAXAB 于 N; 求证 : YP= NP。 


【分 析 】 设 CZ 为 过 的 直径 ，F 全 > 请 ,显然 必 re 圆 o， 又 … Pe G4 PP= PF 
一 PA SS PB ZEPN= PM PF= PP" 

Xi FHL OH,ABL GOGH, .HN AB; 

“LF PM + LMDF= LFPN+ LEDF= LELP+LEDF= 180° 

“.P、 NM、D、 了 四 点 共 国 

“LPF NM = LPDE = LPEN.:.APFNAPFM = PN= PN 


【评注 】 一 般 结 论 为 : 己 知 半 人 径 RR 的 加 o 内 一 弦 4B 上 的 一 点 P， 过 PP 作 两 条 相交 弦 
CD、EA， 连 接 C8、EDXAAB 于 MM、NW， 已 知 OP=，P 到 4B8 中 点 的 距离 为 4, 则 


一 -一 上 = 一 <,( 解 析 法 证 明 ， 利 用 二 次 曲线 系 知识 ) 
HL PN RR -rr 


【 例 $】 圆 "是 给 定 锐角 二 4CZ 内 一 个 定 圆 ， 试 在 圆 o 及 射线 C4、CZ 上 各 求 一 点 已、 以 、 
有 使 得 APOR 的 周 长 最 小 ; 
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【分 析 】 在 圆 o 上 任 取 一 点 
x CQ、 有 RR， 显 然 AP OQ RR 是 在 陡 
设 PPXC4 于 BP 交 CB 
. 及 CC 灰 PC 四 点 共 圆 ，， 
… 当 C 有 取 最 小 人 时 ，L4Z 为 : 
连接 CC， 交 圆周 于 P， 令 P 
则 PZ _C、8 为 所 求 的 三 角形 


B Pp D 
【 例 6】AALBC 中 ，LA>90°*，4 栅 fi8C 于 DP，APOR 是 它 的 任 一 内 接 三 角形 ， 


Dt 一 > £", WRE = RP', PO= "OC, AP= AF'= AP" 

“. PCO+ OR+ RE= £"O+ OR+ RP 

又 ”人 4>90%,… LP'A4F+ LP'AA=2L4>180", 4 点 在 线段 A'P' 上 或 在 是 四 边 形 

PROP" 的 内 部 ;…. P'O+QOR+ RP'> AP+AF"'=2AP>2AD 

“POT OR+ RE>2AL 

【评注 】 如 果 题 设 中 有 角 平 分 线 、 重 线 ， 或 图 形 是 等 腰 三 角形 、 圆 等 轴 对 称 网 形 ， 可 以 
将 图 形 或 其 部 分 进行 轴 对 称 变换 。 此 外 ， 也 可 以 适当 选择 对 称 轴 将 一 些 线段 的 位 置 变 更 ， 
以 便于 比较 它们 之 间 的 大 小 。 


【 例 7】 以 A4BC 的 边 4B、XC 为 冬 边 分 别 回 外 作 等 采 直 角 三 角形 4PB、AOC，M 是 BC 
的 中 点 ， 求 证 : MP = MD，HMPL MO 


1 


图 7 
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【 分析】 延长 2Pp 到 帮 使 P5= BFA， 延长 CO 到 fF， 使 OF 二 C6， 
则 AZ45、AC45 都 是 等 腰 三 角形 ， 
显然 A 一 no B,C 一 nF,. EC = BE, EC LL BF 


而 PN /> EC, MO /7 BE,. MF = MOH MF L MO: 


【 例 8】 己 知 O 是 A4BC 内 一 点 ，LAOEB= LBOC = 人 CO4=120°, 是 A4BC 内 任意 一 点 ， 
求证 : P4+ PB+ PC> OA4+O8+OC':(O 为 费 马 点 ) 


【人 伯 】 将 CC 一 2 SC OC SO P< Ss PI 人 O00 PP, 

则 AZOO'、AZP 天 都 是 正三 角形 

“. O00 = 08, PP=PB, 

显然 AB80O'CABOC, ABP'C > ABPC 

由 于 ZB80O'C'= 人 BOC =120°=180°-- 人 BO'O:; 

A OO Oy CUO 

“. AP+ PP+P OC> AC= AO+ OO+OC 

BE]: PA4+ PB+ PC> O44 + OB+ OC 
【 例 9】 加 0O 与 A4BC 的 三 边 8C、CA4、AB 分 别 交 于 点 4、44、 有 如 、PBP、G、C,， 过 上 述 
六 个 点 分 别 作 所 在 边 的 竺 线 aa、 、 人 外 2、c、c， 设 6、 、c 三 线 交 于 一 点 忆 
求证 : 4,、58、co, 三 线 也 相交 于 一 点 ; 


【分析 】… 4、 关于 圆心 0 成 中 心 对 称 , .4 一 了 > 忆 
同 理 ; pb AR(O,180°) > 万， & AR( 0O,180°) > 
CQ、 已 、c 的 公共 点 Z 在 变换 R(0,1809 下 的 像 刀 也 是 像 w、4 和 、c 的 公共 点 
【 合 0] gD 是 和 A4FE 绩 仙 摘 闹 榴 苏 笃 ， 过 D 作 圆 O 的 切线 交 8C 于 P， 连 接 并 延长 


PO 分 别 交 4B、AC 于 MY、 NW， 求 证: OW = CN 
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图 10 
ZA\ \L We 、 ， Bs 
【分 析 ] 设 0 一 一 -2 > 0 1 一 >》 而 4 一 一 一 > 了 


MM、O、 有 = 点 共 线 , .2、O、W' 三 点 共 线 , 日 人 = 人 
OM ON 

取 BC 中 点 G， 连 接 OG、0OG、DG、DB 

LOGP= 人 ODP =90,.. P、D、C、OC 四 点 共 圆 

“. LOPG = LOPG, 而 由 NN/1 BN' 有 LOPG = LO BOG 

ODPG = LO'BOG,-. O、B、D、/ 四 点 共 圆 


“LOG8B= /LODB; WLO DB = 人 ACT LOGB= LACB,OGIN AC 
而 G 是 8C 的 中 点 , .0O' 是 BNW' 的 中 点 ， OB8=0'W 
“. ON = ON 


$ 23 抽 居 原理 


在 数学 问题 中 有 一 类 与 “存在 性 ”有 关 的 问题 ， 例 如: “13 个 人 中 全 少 有 两 个 人 出 生 在 相同 
月 份 ”; “ 某 校 400 名 学 生 中 ， 一定 存 在 两 名 学 生 ， 他 们 在 同一 天 过 生日 ”; “2003 个 人 任意 分 
成 200 个 小 组 ,一定 存在 一 组 ， 其 成 员 数 不 少 于 11”; “把 [0，1j] 内 的 全 部 有 理 数 放 到 100 个 集 
合 中 ， 一 定 存 在 一 个 集合 ， 它 里 面 有 无 限 多 个 有 理 数 ”。 这 类 存在 性 问题 中 ，“ 存 在 ”的 含义 是 
“人 至少 有 一 个 ”。 在 解 次 这 突 问 题 时 ， 只 要 求 指明 存在 ， 一 般 并 不 需要 指出 哪 一 个 ， 也 不 需要 确 
定 通过 什么 方式 把 这 个 存在 的 东西 找 出 来 。 这 类 问题 相对 来 说 涉及 到 的 运 鼻 较 少 ， 依 据 的 理论 也 

不 复 杀 ， 我 们 把 这 些 理论 称 乙 为 “ 抽 屠 原理 ”。 
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下 载 资料 


“ 抽 屋 原理 ”最 先是 由 19 世纪 的 德国 数学 家 迪 里 赫 业 (Dirichlet) 运用 于 解决 数学 问题 的 ， 
所 以 义 称 “ 巡 里 赫 羔 原理 ”, 也 有 称 “ 饮 集 原 理 ” 的 。 这 个 原理 可 以 人 重 单 地 叙述 为 “把 10 个 笠 果 ， 
任意 分 放 在 9 个 抽 屠 里 ， 则 人 至少 有 一 个 抽 屠 里 含有 两 个 或 两 个 以 上 的 于 有 末 ”。 这 个 道理 是 非常 明 
显 的 ， 但 应 用 它 却 可 以 解决 许多 有 趣 的 问题 ， 并 且 利 种 得 到 一 些 令 人 恢 异 的 结束 。 抽 层 诛 理 是 国 
际 国内 各 级 各 关 效 学 部 赛 中 的 重要 内 容 ， 本 讲 就 来 学 习 它 的 有 关 知 识 及 其 应 用 。 


(一 ) 抽 层 原理 的 基本 形式 


定理 1、 如 果 把 n+l 个 元 聚 分 成 n 个 集合 ， 那 么 不 管 怎 么 分 ， 都 存在 一 个 集合 ， 其 中 至 少 有 
天 个 元 系 。 


证 明 : 《用 反 证 法 ) 各 不 存在 至 少 有 两 个 元 系 的 集合 ， 则 每 个 集合 全 多 1 个 元 素 ， 从 而 nm 个 
集合 全 多 有 mn 个 元 素 ， 此 与 共有 n+l 个 元 素 秘 牛 ， 故 命题 成 立 。 


在 定理 1 的 叙述 中 ， 可 以 把 “元 系 ” 改 为 “物件 ”， 把 “集合 ” 改 成 “ 抽 屠 ”， 抽 屠刀 理 正 
征 由 此 得 名 。 

同样 ， 可 以 把 “元 素 ” 改 成 “ 铝 子 ”， 把 “分 成 n 个 集合 ” 改 成 “ 飞 进 n 个 够 党 中 ”。“ 鸟 
沉 原 理 ” 由 此 得 名 。 


例题 讲解 


1. 已 知 在 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 内 包括 边界 ) 有 任意 五 个 点 〈 图 1) 。 证 明 : 人 至少 有 两 个 点 
之 间 的 距离 不 大 于 3 


2. 从 1-100 的 目 然 数 中 ， 任 意 取 出 51 个 数 ， 证 明 其 中 一 定 有 两 个 数 ， 它 们 中 的 一 个 是 为 一 个 的 
整数 倍 。 


3. 从 前 25 个 目 然 数 中 任意 取出 7 个 数 , 证明; 取出 的 数 中 一 定 有 两 个 数 ， 这 两 个 数 中 大 数 不 超 
过 小 数 的 1.5 倍 。 


4. 己 给 一 个 由 10 个 互 不 相等 的 两 位 十 进 制 正 整数 组 成 的 集合 。 求 证 : 这 个 集合 必 有 两 个 无 公共 
元 又 的 子 集合 ， 各 子 集合 中 各 数 之 和 相等 。 
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5. 在 坐标 平面 上 任 取 五 个 整 点 《该 点 的 横 纵 坐标 都 取 整 数 ) ， 证 明 : 其 中 一 定 存在 两 个 整 点 ， 
它们 的 连 线 中 点 仍 是 整 点 。 


6. 在 任意 给 出 的 100 个 整数 中 ， 都 可 以 找 出 知 干 个 数 来 〈 可 以 是 一 个 数 ) ， 它 们 的 和 可 被 100 
整除 。 


7. ”17 名 科学 家 中 每 两 名 科学 家 都 和 其 他 科学 家 通信 ， 在 他 们 通信 时 ， 只 讨论 三 个 题目 ， 而 且 任 
意 两 名 科学 家 通信 时 只 讨论 一 个 题目 ， 证明 : 其 中 至 少 有 三 名 科学 家 ， 他 们 相互 通信 时 讨论 的 是 
同一 个 题目 。 


课 后 练习 


1. 幼儿 园 买 来 了 不 少 白 兔 、 熊 猫 、 长 须 鹿 塑料 玩具 ， 每 个 小 朋友 任意 选择 两 件 ， 屠 
么 不 管 怎样 挑选 ， 在 任意 七 个 小 朋友 中 总 有 两 个 彼此 选 的 玩具 都 相同 ， 试 说 明道 理 . 


公 洲 


2. 正方 体 各 面 上 涂 上 红色 或 蓝 色 的 油 党 
个 面 闫 色相 同 . 


(每 面 只 涂 一 种 色 )〉 ， 证 明正 方 体 一 定 有 三 
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3. 把 1 到 10 的 目 然 数 返 成 一 个 圆 峰 ,证 明 一 定 和 存在 在 个 相 邻 的 数 ， 它 们 的 和 数 大 于 
17. 


4. 有 红 袜 2 双 ， 白 福 3 双 ， 黑 宁 4 双 ， 贡 祈 5 双 ， 蓝 袜 6 双 〔( 每 双 袜 子 包装 在 一 起 ) 
耕 取 出 9 双 ， 证 明 其 中 必 有 黑 福 或 药 袜 2 双 . 


5. 在 边 长 为 1 的 正方 形 内 ， 任 意 给 定 13 个 把 ， 试 证 : 其 中 必 有 4 个 点 ， 以 此 4 点 为 项 


l 
点 的 四 边 开 面 积 不 超过 4 (假定 四 点 在 一 直线 上 构成 面积 为 零 的 四 边 形 〉. 


6. 在 一 条 笔直 的 马路 旁 种 树 ， 从 起 点 起 ， 每 隔 一 米 种 一 棵 树 ， 如 果 把 三 块 “ 爱 护 树 
木 ”的 小 牌 分 别 挂 在 三 棵 树 上 ， 那 么 不 管 怎样 挂 ， 至 少 有 两 棵 挂牌 的 树 之 间 的 距离 是 
偶数 (以 米 为 单位 ) ， 这 是 为 什么 ? 


课 后 练习 答案 


1. 解 从 三 种 玩具 中 挑选 两 件 ， 挫 配方 式 只 能 是 下 面 六 种 : 


( 侈 、 例 ) ，《〈 狗 、 能 狂 ) ，( 仇 、 长 颁 开 ) ，〈 能 猫 、 人 熊猫) ，《〈 对 狂 、 长 颈 旋 ) ， 
(长 颈 让 、 长 氏 鹿 ) 


把 每 种 搭配 方式 看 作 一 个 抽 屠 ， 把 7 个 小 朋友 看 作物 体 ， 那 么 根据 原则 1， 全 少 有 两 个 物 
体 要 放 进 同一 个 抽 屠 里， 也 就 是 说 ， 全 少 两 人 挑选 玩具 采用 同一 搭配 方式 ， 选 的 玩具 相 
同 . 
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原则 2 如 来 把 mntk(k 三 了 1) 个 物体 放 进 n 个 抽 屠 , 则 全 少 有 一 个 抽 屋 全 多 放 进 mt1 个 物体 . 
证 明 同 原则 相仿 . 厂 每 个 抽 屋 全 多 放 进 nm 个 物体 , 那么 n 个 抽 屠 至 多 放 进 mn 个 物体 , 与 题 
设 不 伯 ， 故 个 可能. 


原则 1 可 看 作 原 则 2 的 物 例 (m=1) 


2. 证 明 把 两 种 颜色 当 作 两 个 抽 层 ， 把 正方 体 六 个 面 当 作 物体 ， 那 么 6=2X2+2， 根 据 原则 
二 ， 至 少 有 三 个 面 涂 上 相同 的 颜色 . 


3. 证明 如 图 12-1， 设 al，a?，a3s，…，a9，al0 分 别 代 表 不 超过 10 的 十 个 目 然 数 ， 它 们 
围 成 一 个 圈 ， 三 个 相 邻 的 数 的 组 成 是 〈al，az，a3) ， (a2, a3, a4) ， (as3，a4，85) ，… 
(ago，alo，al) ，(aio，al，a2) 共 十 组 . 现 把 它们 看 作 十 个 抽 

屋 ， 每 个 抽 敢 的 物体 数 是 ai+az+as3，a2z+as+a4， 
as+a4+a5，…'ag+alo+al，alo+al+a2, 由 于 中 


(ai+ao+aa ) 下 (ao+as+a4 ) 下 (etait a ) 十 (alo+al+as ) 
=3 (aitast+***+ag+a10) 
=3X (1+2+.……+9+10) i 
12.1 
_ sx ODx10 1 加 
2 
= 165x1D0+5. 


根据 原则 2, 人 至少 有 一 个 插 写 内 的 三 数 和 不 少 于 17, 即 至 少 有 三 个 相 邻 的 数 的 和 不 小 于 17. 


原则 1、 原 则 2 可 归结 到 期 更 一 般 形 式 ， 
原则 3 把 m+m+…+m+k(Gk 三 ID) 个 物体 放 入 n 个 抽 导 里 ， 那 么 或 在 第 一 个 抽 导 里 至 少 放 入 
mi+l 个 物体 ， 或 在 第 二 个 抽 届 里 至 少 放 入 m+1 个 物体 ，……， 或 在 第 n 个 抽 尼 里 至 少 放 
入 mi+l 个 物体 . 


证 明 假 定 第 一 个 抽 屋 放 入 物体 的 数 不 超 过 mi 个 ， 第 二 个 抽 屋 放 入 物体 的 数 不 超 过 
[np wie ， 第 n 个 抽 敢 放 入 物体 的 个 数 不 超过 m,， 那 么 放 入 所 有 抽 居 的 物体 总 数 不 超 


过 ml+mz+…+m 个 ， 与 题 设 矛盾 . 


4. 证明 除 可 能 取出 红 株 、 白 袜 3 双 外 . 还 全 少 从 其 它 三 种 颜色 的 袜子 里 取出 4 双 ， 根 据 
原理 3， 必 在 墨 宾 或 芮 宾 、 监 宾 里 取 2 双 . 


上 和 面 数 例 论 证 的 似乎 都 是 “存在 ”、“ 总 有 ”、“ 至 少 有 ”的 问题 ， 不 错 ， 这 正 征 抽 屠 
原则 的 主要 作用 . 需要 说 明 的 是 ， 运 用 抽 导 原则 只 是 肯定 了 “存在 ”、“ 总 有 ”、“ 人 至 少 
有 ”， 却 不 能 硝 切 地 指出 哪个 抽 屠 里 存在 多 少 . 


制造 抽 屋 十 运用 原则 的 一 大 关键 
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首先 要 指出 的 是 ， 对 于 同一 问题 ， 利 可 依据 情况 ， 从 不 同 角度 设计 抽 屠 ， 从 而 导致 个 同 
的 制造 抽 导 的 方式 . 


5. 证 明 如 图 12-2 把 正方 形 分 成 四 个 相同 的 小 正方 形 . 


13=3X4+1， 根 据 原 则 2， 总 有 4 点 洲 在 同一 个 小 正方 形 内 (或 边界 上 ) ， 以 此 4 点 为 
1 
顶点 的 四 边 形 的 面积 不 超过 小 正方 形 的 面积 ， 也 就 不 超过 整个 正方 形 面积 的 4 . 


图 12 一 2 图 12-3 


事实 上 ， 由 于 解决 问题 的 核心 在 于 将 正方 形 分 割 成 四 个 面积 相等 的 部 分 ， 所 以 还 可 以 把 
下 方形 按 图 12-3《〈 此 处 无 图 ) 所 示 的 形式 分 割 . 


合理 地 制造 抽 导 必须 建立 在 充分 考 碟 问题 目 喘 特 氮 的 基础 上 . 


6. 解 如 图 12-4〔( 设 挂牌 的 三 棵 树 依次 为 A、B、C.AB=a，BC=b， 若 a、b 中 有 一 为 偶数 ， 
命题 得 证 . 否则 a、b 均 为 奇数 ， 则 AC=atb 为 个 数 ， 命 题 得 证 . 


吕 


下 面 我 们 换 一 个 角度 考虑 : 给 每 检 树 上 编 上 扎 ， 于 是 两 株 树 之 间 的 距离 殉 是 号 但 兰 ， 由 
于 树 的 亏 人 码 上 只 能 为 育 数 和 偶数 两 类 ， 那 么 挂牌 的 三 株 树 号 人 码 全 少 有 两 个 同 为 襄 数 或 偶数 ， 
它们 的 兰 必 为 依 数 ， 问 题 得 证 


后 一 证 明 十 分 巧妙 ， 通 过 编 吕 合 ， 将 两 树 间 距离 转化 为 号 但 送 . 这 种 转化 的 思想 方法 是 一 
种 非常 重要 的 数学 方法 
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1. 分 析 : 5 个 点 的 分 布 是 任意 的 。 如 果 要 证 明 “ 在 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 内 (包括 边界 ) 有 
5 个 点 ， 那 么 这 5 个 点 中 一 定 有 距离 不 大 于 ;的 两 点 ”， 则 顺 次 连接 三 角形 三 边 中 点 ， 即 三 角形 的 
三 条 中 位 线 , 可 以 分 原 等 边 三 角形 为 4 个 全 等 的 边 长 为 的 小 等 边 三 角形 ， 则 5 个 点 中 必 有 2 点 位 
于 同一 个 小 等 边 三 角形 中 (包括 边界 ) ， 其 距离 便 不 大 于 z。 

以 上 绪论 要 由 定理 “三 角形 内 (包括 边界 ) 任意 两 点 间 的 距离 不 大 于 其 最 大 边 长 ”来 保证 ， 
下 面 我 们 就 来 证 明 这 个 定理 。 
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人 


如 图 2， 设 BC 是 AABC 的 最 大 边 ，P, M 是 AABC 内 (包括 边界 ) 任意 两 点 ， 连 接 PM， 过 了 分 
别 作 AB、BC 边 的 平行 线 ， 过 M 作 AC 边 的 平行 线 ， 设 各 平行 线 交 点 为 P、Q、N， 那 么 

LPQN= LC, AQNP=ZA 

因为 BC 宇 AB， 所 以 ZA 三 LC， 则 人 QNP 宇 人 PQN， 而 人 QMP 宇 人 QNP 宇 人 PQN (三 角形 的 外 角 大 
于 不 相 邻 的 内 角 ) ， 所 以 PQ 三 PM。 显 然 BC 宇 PQ， 故 BC 宇 PM。 

由 此 我 们 可 以 推 知 ， 边 长 为 的 等 边 三 角形 内 (包括 边界 ) 两 点 间 的 距离 不 大 于 :。 

说 明 : 

(1) 这 里 是 用 等 分 三 角形 的 方法 来 构造 “ 抽 层 ”。 类 似 地 ， 还 可 以 利用 等 分 线段 、 等 分 正方 
形 的 方法 来 构造 “ 抽 敢 ”。 例 如 “ 任 取 n+1l 个 正 数 a1， 满足 0<ai 夸 1 (i=1, 2,…, n+1) ， 试 证 明 ， 


这 n+1 个 数 中 必 存 在 两 个 数 ， 其 差 的 绝对 值 小 于 *”。 又 如 : “在 边 长 为 1 的 正方 形 内 任意 放置 五 


个 点 ， 求 证 ， 其 中 必 有 两 点 ， 这 两 点 之 间 的 距离 不 大 于 了 。 
(2) 例 1 中， 如 果 把 条 件 (包括 边界 ) 去掉， 则 结论 可 以 修改 为 : 至 少 有 两 个 点 之 间 的 距离 
小 于 区， 请 读者 试 证 之 ， 并 比较 证 明 的 差别 。 
(3) 用 同样 的 方法 可 证 明 以 下 结论 : 
i) 在 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 中 有 n2+1 个 点 ， 这 nz+l 个 点 中 一 定 有 距离 不 大 于 的 两 点 。 
ii) 在 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 内 有 n2+l 个 点 ， 这 n?+1 个 点 中 一 定 有 距离 小 于 :的 两 点 。 


(4) 将 (3) 中 两 个 命题 中 的 等 边 三 角形 换 成 下 方形， 相应 的 结论 中 的 换 成 ， 命 
题 仍然 成 并 。 

(5) 读者 还 可 以 考虑 相反 的 问题 : 一般 地 ，“ 人 至 少 需 要 多 少 个 点 ， 才 能 够 使 得 边 长 
为 1 的 正三 角形 内 (包括 边界 ) 有 两 点 其 距离 不 超过 *”。 
2. 分 析 : 本 题 似 乎 茫 无 头绪 ， 从 何 入 手 ? 其 关键 何在 ? 其 实 就 在 “两 个 数 ”， 其 中 一 个 是 另 一 个 
的 整数 倍 。 我 们 要 构造 “ 抽 屠 ”， 使 得 每 个 抽 屠 里 任 取 两 个 数 ， 都 有 一 个 是 另 一 个 的 整数 倍 ， 这 
只 有 把 公 比 是 正 整数 的 整个 等 比 数 列 都 放 进去 同一 个 抽 敢 才 行 ， 这 里 用 得 到 一 个 自然 数 分 类 的 基 
本 知识 : 任何 一 个 正 整数 都 可 以 表示 成 一 个 奇数 与 2 的 方 守 的 积 ， 即 若 mEN+, KEN+，nEN, 则 
m=(2k~1) 2"， 并 且 这 种 表示 方式 是 唯一 的 ; 如 1=1X2” > 2=1 X21; 3=3X2” 9 ww 

证 明 : 因为 任何 一 个 正 整数 都 能 表示 成 一 个 奇数 乘 2 的 方 军 ， 并 且 这 种 表示 方法 是 唯一 的 ， 
所 以 我 们 可 把 1-100 的 正 整数 分 成 如 下 50 个 抽 敢 〈 因 为 1-100 中 共有 50 个 奇数 ) : 

CIY 11; TX2, 1X2% TX%, 1X2%, 1X%, 1X2): 
(2) {3 BX2, 3X2 3X 3X 3K) 

{5, 5X2, 5X2?, 5X23, 5X24}; 

{7, 7X2, 7X2?2, 7X 23), 

{ 

| 


9，9X2，9X22，9X23}; 
11，11XX2，11XX22，11X23}， 
(25) {49, 49xXx2}; 
(26) {51}; 
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(50) {99}。 

这 样 ，1-100 的 正 整 数 束 无 重复 ， 无 遗漏 地 放 进 这 50 个 抽 敢 内 了 。 从 这 100 个 数 中 任 取 51 
个 数 ， 也 即 从 这 50 个 抽 居 内 任 取 51 个 数 ， 根 据 抽 屈原 则 ， 其 中 必定 至 少 有 两 个 数 属于 同一 个 抽 
展 ， 即 属于 (1) - (25) 号 中 的 茶 一 个 抽 屈 ， 显 然 ， 在 这 25 个 抽 居 中 的 任何 同一 个 抽 夺 内 的 两 个 
数 中 ， 一 个 是 另 一 个 的 整数 倍 。 

说 明 : 

(1) 从 上 和 面 的 证 明 中 可 以 看 出 ， 本题 能 够 推广 到 一 般 情 形 : 从 1-2n 的 目 然 数 中 , 任意 取出 n+l 
个 数 ， 则 其 中 必 有 两 个 数 ， 它 们 中 的 一 个 是 男 一 个 的 整数 倍 。 想 一 想 ， 为 什么 ?因为 1-2n 中 共 合 
1，3，…，2n-1l 这 nn 个 奇数 ， 因 此 可 以 制造 n 个 抽 屈 ， 而 n+1>n， 由 抽 居 原则 ， 结 论 就 是 必然 的 
了 。 给 nm 以 具体 值 ， 就 可 以 构造 出 不 同 的 题目 。 例 2 中 的 n 取 值 是 50， 还 可 以 编制 相反 的 题目 ， 
如 : “从 前 30 个 目 然 数 中 最 少 要 〈 不 看 这 些 数 而 以 任意 方式 地 ) 取出 儿 个 数 ， 才 能 保证 取出 的 数 
中 能 找到 两 个 数 ， 其 中 较 大 的 数 是 较 小 的 数 的 倍数 ? ” 

(2) 如 下 两 个 问题 的 结论 都 是 否定 的 〈n 均 为 正 整数 ) 想 一 想 ， 为 什么 ? 

从 2，3，4，…，2n+l 中 任 取 n+l 个 数 ， 是 否 必 有 两 个 数 ， 它 们 中 的 一 个 是 另 一 个 的 整数 
倍 ? 

G 负 从 1，2，3，…，2n+l 中 任 取 n+l 个 数 ， 是 否 必 有 两 个 数 ， 它 们 中 的 一 个 是 另 一 个 的 整数 
倍 ? 

你 能 举 出 反例 ， 证 明 上 述 两 个 问题 的 结论 都 是 否定 的 吗 ? 

(3) 如 果 将 (2) 中 两 个 问题 中 任 取 的 n+l 个 数 增加 个， 都 改 成 任 取 n+2 个 数 ， 则 它们 的 
结论 是 肯定 的 还 是 否定 的 ?你 能 判断 证 明 吗 ? 
3. 证 明 : 把 前 25 个 目 然 数 分 成 下 面 6 组 : 


] ; 
2 
4，5，6; 
7，8，9，10; 

11, 12, 13, 14, 15, 16; 
17, 18; 19; 20, 21, 22, 23, 
因为 从 前 25 个 自然 数 中 任意 取出 7 个 数 , 所 以 至 少 有 两 个 数 取 目 上 面 第 @ 组 到 第 (69) 组 中 的 某 
同一 组 ， 这 两 个 数 中 大 数 束 不 超过 小 数 的 1. 5 倍 。 
说 明 : 
(1) 本 题 可 以 改变 叙述 如 下 : 在 前 25 个 目 然 数 中 任意 取出 7 个 数 ， 求 证 其 中 存在 两 个 数 ， 
它们 相互 的 比值 在 6 ' 引 内 。 
显然 ， 必 须 找 出 一 种 能 把 前 25 个 自然 数 分 成 6 (7-1=6) 个 集合 的 方法 ， 不 过 分 类 时 有 一 个 
限制 条 件 ， 同 一 集合 中 任 两 个 数 的 比值 在 E .让 内 ， 故 同一 集合 中 元 素 的 数值 差 不 得 过 大 。 这 样 ， 
我 们 可 以 用 如 上 一 种 特殊 的 分 类 法 : 递 推 分 类 法 : 
从 1 开始， 显然 1 只 能 单独 作为 1 个 集合 {1}; 否则 不 满足 限制 条 件 。 
能 与 2 同属 于 一 个 集合 的 数 只 有 3， 于 是 12，3 引 为 一 集合 。 
如 此 依次 递 推 下 去 ， 使 若干 个 连续 的 自然 数 属于 同一 集合 ， 其 中 最 大 的 数 不 超 过 最 小 的 数 的 5 

音 ， 了 束 可 以 得 到 满足 条 件 的 六 个 集合 。 

(2) 如 果 我 们 按照 (1) 中 的 递 推 方法 依次 造 “ 抽 敢 ”， 则 第 7 个 抽 屈 为 
{26，27，28，29，30，31，32，33，34，35，36，37，38，39) ; 
第 8 个 抽 屈 为 : {40，41，42，…，60}; 


eaue@G 
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第 9 个 抽 屈 为 : {61，62，63，…，90，91}; 
那么 我 们 可 以 将 例 3 改造 为 如 下 一 系列 题目 : 
(1) 从 前 16 个 自然数 中 任 取 6 个 自然 数 ; 
(2) 从 前 39 个 自然 数 中 任 取 8 个 自然 数 ; 
(3) 从 前 60 个 自然 数 中 任 取 9 个 自然 数 ; 
(4) 从 前 91 个 目 然 数 中 任 取 10 个 目 然 数 ，… 
都 可 以 得 到 同一 个 结论 ， 其 中 存在 2 个 数 ， 它 们 相互 的 比值 在 6: 天 内 。 


上 述 第 (4) 个 命题 ， 就 是 前 苏联 基辅 第 49 届 数 学 竞赛 试题 。 如 果 我 们 改变 区 间 [ws] (pq) 
端点 的 值 ， 则 又 可 以 构造 出 一 系列 的 新 题目 来 。 
4. 分 析 与 解答 : 一 个 有 着 10 个 元 素 的 集合 , 它 共 有 多 少 个 可 能 的 子 集 呢 ?” 由 于 在 组 成 一 个 子 集 的 
时 候 ， 每 一 个 元 素 都 有 被 取 过 来 或 者 不 被 取 过 来 两 种 可 能 ， 因 此 ，10 个 元 素 的 集合 就 有 210=1024 
个 不 同 的 构造 子 集 的 方法 ， 也 就 是 ， 它 一 共有 1024 个 不 同 的 子 集 ， 包 括 空 集 和 全 集 在 内 。 空 集 与 
全 集 显 然 不 是 考虑 的 对 象 ， 所 以 剩 下 1024-2=1022 个 非 空 真 子 集 。 

再 来 看 各 个 真子 集中 一 切 数字 之 和 。 用 N 来 记 这 个 和 数 ， 很 明显 : 

10 入 N 迄 91+92+93+94+95+96+97+98+99=855 

这 表明 N 至 多 只 有 855-9=846 种 不 同 的 情况 。 由 于 非 空 真 子 集 的 个 数 是 1022，1022> 之 846， 
所 以 一 定 存在 两 个 子 集 A 与 B， 

使 得 A 中 各 数 之 和 =B 中 各 数 之 和 。 

若 ANMB= 中 ， 则 命题 得 证 ， 关 ANMB=C 关 中 ， 即 A 与 B 有 公共 元 素 ， 这 时 只 要 崭 除 A 与 B 中 的 
一 切 公 有 元 素 ， 得 出 两 个 不 相交 的 子 集 A 与 Bl， 很 显然 

Ai 中 各 元 素 之 和 =B; 中 各 元 素 之 和 ， 因 此 Ai 与 Bi 就 是 符合 题目 要 求 的 子 集 。 

说 明 : 本 例 能 否 推 广 为 如 下 命题 : 

已 给 一 个 由 m 个 互 不 相等 的 n 位 十 进 制 正 整 数组 成 的 集合 。 求 证 这 个 集合 必 有 两 个 无 公共 
元 素 的 子 集合 ， 各 子 集合 中 各 数 之 和 相等 。 

请 读者 自己 来 研究 这 个 问题 。 
5. 分 析 与 解答 : 由 中 点 坐标 公式 知 ， 坐 标 平面 两 点 (xz y) 、 《x2, ya) 的 中 点 坐标 是 后 22， 
欲 使 3 都 是 整数 ， 必 须 而 且 只 须 x 与 xs，yi 与 y% 的 奇偶 性 相同 。 坐 标 平 面 上 的 任意 整 点 按照 
横 纵 两 个 坐标 的 奇偶 性 考虑 有 且 只 有 如 下 四 种 (奇数 、 奇 数 ) ，《〔 偶 数 ， 偶 数 ) ， (奇数 ， 偶 
数 ) ，《〔 偶 数 ， 奇 数 ) 以 此 构造 四 个 “ 抽 层 ”， 则 在 坐标 平面 上 任 取 五 个 整 点 ， 那 么 至 少 有 两 个 
整 点 ， 属 于 同一 个 “ 抽 屠 ”因此 它们 连 线 的 中 点 就 必 是 整 点 。 

说 明 : 我 们 可 以 把 整 点 的 概念 推广 : 如 果 (xu xz, …xn) 是 n 维 (元 ) 有 序数 组 ， 且 xi xxr 
中 的 每 一 个 数 都 是 整数 ， 则 称 x, xs, …x) 是 一 个 n 维 整 点 〈 整 点 又 称 格 点 ) 。 如 果 对 所 有 的 n 
维 整 点 按 每 一 个 xi 的 奇偶 性 来 分 类 ， 由 于 每 一 个 位 置 上 有 奇 、 偶 两 种 可 能 性 ， 因 此 共 可 分 为 
2X2X…X2=2" 个 类 。 这 是 对 n 维 整 点 的 一 种 分 类 方法 。 当 n=3 时 ，23=8， 此 时 可 以 构造 命题 : 
“任意 给 定 空间 中 九 个 整 点 ， 求 证 它们 之 中 必 有 两 点 存在 ， 使 连接 这 两 点 的 直线 段 的 内 部 含有 整 
点 ”。 这 就 是 1971 年 的 美国 普 特 南 数 学 竞赛 题 。 在 n=2 的 情形 ， 也 可 以 构造 如 下 的 命题 ，“ 平 面 
上 任意 给 定 5 个 整 点 ”， 对 “它们 连 线段 中 点 为 整 点 ”的 4 个 命题 中 ， 为 真 命题 的 是 : 

(A) 最 少 可 为 0 个 ， 最 多 只 能 是 5 个 (B) 最 少 可 为 0 个 ， 最 多 可 取 10 个 

(C) 最 少 为 1 个， 最 多 为 5 个 (D) 最 少 为 1 个， 最 多 为 10 个 

(正确 答案 (CD) ) 


《中 学 数学 信息 网 》 系列 资料 WWW. ZXSX. COM 版 权 所 有 @ 中 学 数学 信息 网 


WWWw EXSX.CONm 欢迎 光临 


下 载 资料 


6. 分 析 : 本 题 也 似乎 是 茫 无 头 结 ， 无 从 下 手 ， 其 关键 何在 ?仔细 审题 ， 它 们 的 “和 ”能 “被 100 
整除 ”应 是 做 文章 的 地 方 。 如 采 把 这 100 个 数 排 成 一 个 数列 ， 用 Ss 记 其 前 mn 项 的 和 ， 则 其 可 构造 
S1，S2，……*Sioo 共 100 个 和- 数 。 讨 论 这 些 “ 和 数 ” 被 100 除 所 得 的 余数 。 注 意 到 Si，Sz，…Slo 
共有 100 个 数 ， 一 个 数 委 100 除 所 得 的 余数 有 0，1，2，…99 共 100 种 可 能 性 。“ 平 末 ” 数 与 “ 抽 
民 ” 数 一 样 多 ， 如 何 排 除 “ 故 障 ”? 

证 明 : 设 已 知 的 整数 为 ab az,…ai00 考 察 数列 ab az, …aloo 的 前 n 项 和 构成 的 数列 Sb S2,…Sioo 

如 果 Si;，S$2，…Sloo 中 有 未 个 数 可 梓 100 整除 ， 则 命题 得 证 。 合 则 ， 即 S1，S2，…*Si00 均 不 能 
包 Q 100 整除 , 这 样 ,它们 被 100 除 后 余数 必 是 {1, 2,…, 99} 中 的 元 素 。 由 抽 居 原理 I 工 知 ,Si1, Sa …Sio0 
中 必 有 两 个 数 ， 它 们 被 100 除 后 其 有 相同 的 余数 。 不 妨 设 这 两 个 数 为 Si;，S; Ci 和 j) ， 则 100 | 

(Si-Si) ， 即 100 | atom+h +am+o))。 命 题 得 证 。 
说 明 : 有 时 候 直 接 对 所 给 对 象 作 某 种 划分 ， 是 很 难 构 造 出 恰当 的 抽 居 的 。 这 时 候 ， 我 们 逢 要 
对 所 给 对 象 完 作 一 些 变 换 ， 然 后 对 变换 得 到 的 对 象 进行 分 类 ， 束 可 以 构造 出 恰当 的 抽 居 。 本 题 直 
接 对 {as} 进行 分 类 是 很 难 雪 效 的 。 但 由 {ay 构造 出 {Ss} 后， 再 对 {S55 进行 分 类 就 容 易 得 多 。 
男 外 ， 对 {S4} 按 模 100 的 剩余 类 划分 时 ， 只 能 分 成 100 个 集合 ， 而 {Sd} 只 有 100 项 ， 似 乎 不 
能 应 用 抽 导 原则。 但 注意 到 余数 为 0 的 类 恰 使 结论 成 立 ， 于 是 通过 分 别 情况 讨论 后 ， 束 可 去 挥 余 
数 为 0 的 类 ， 从 而 转化 为 100 个 数 分 配 在 剩 下 的 99 个 类 中 。 这 种 处 理 问题 的 方法 应 当 学 会 ， 它 会 
助 你 从 “ 山 穷 水 尽 疑 无 路 ”时 ， 走 入 “柳暗花明 又 一 村 ”中 。 
最 后 ， 本 例 的 结论 及 证 明 可 以 推广 到 一 般 情 形 《〈 而 且 有 加 强 的 环节 ) : 
在 任意 给 定 的 nan 个 整数 中 ， 都 可 以 找 出 奉 干 个 数 来 〈 可 以 是 一 个 数 ) ， 它 们 的 和 可 被 mn 整除， 
而 且 ， 在 任意 给 定 的 排 定 顺序 的 n 个 整数 中 ， 都 可 以 找 出 才干 个 连续 的 项 《可 以 是 一 项 ) ， 它 们 
的 和 可 被 n 整除 。 
将 以 上 一 般 结论 中 的 n 赋 以 相应 的 年 份 的 值 如 1999，2000，2001…， 就 可 以 编 出 相应 年 份 的 
试题 来 。 如 末 再 赋 以 特殊 背景 ， 则 可 以 编 出 非常 有 趣 的 数学 智力 题 来 ， 如 下 题 : 
有 100 只 猴子 在 吃 花 生 ， 每 只 猴子 至 少 吃 了 1 工 粒 人 花生， 多 者 不 限 。 请 你 证 明 : 一 定 有 香干 只 
猴子 “可 以 是 一 只 ) ， 乞 们 所 了 号 的 花生 的 粒 数 总 和 恰好 是 100 的 倍数 。 
7. 证 明 : 视 17 个 科学 家 为 17 个 点 ， 每 两 个 点 之 间 连 一 条 线 表示 这 两 个 科学 家 在 讨论 同一 个 
问题 ， 夺 讨论 第 一 个 问题 则 在 相应 两 点 连 红 线 ， 夺 讨论 第 2 个 问题 则 在 相应 两 点 连 条 真 线 ， 右 讨 
论 第 3 个 问题 则 在 相应 两 点 连 条 赣 线 。 三 名 科学 家 研究 同一 个 问题 就 转化 为 找到 一 个 三 边 同 两 色 
的 三 角形 。 
考虑 科学 家 A， 他 要 与 另外 的 16 位 科学 家 每 人 通信 讨论 一 个 问题 ， 相 应 于 从 A 出 发 引出 16 
条 线段 ， 将 它们 染 成 3 种 颜色 ， 而 16=3X5+1， 因 而 必 有 6=5+1 条 同色 ， 不 妨 记 为 ABl，AB>，AB， 
AB4，AB5，AB6 同 红 色 ， 奇 Bi (i=1，2,，…，6) 之 间 有 红线 ， 则 出 现 红 色 三 角 线 ， 命 题 已 成 立 ; 
人 三 则 Bl，B。，B3，B4，Bs，Be 之 间 的 连 线 只 染 有 贡 蚂 两 色 。 
考虑 从 Bi 引出 的 5 条 线 ，B1B。，BiB3，BiBJ，BiBs，BiBe， 用 两 种 颜色 染色 ， 因 为 5=2X2+1， 
故 必 有 3=2+1 条 线段 同色 ， 人 假设 为 黄色 ， 并 记 和 它们 为 Bl]B?，BiBs，BiB4。 这 时 大 B:，B3，B4 之 间 有 
黄 线 ， 则 有 黄色 三 角形 ,命题 也 成 立 ， 夺 BB，Bs，B4， 之 间 无 黄 线 ， 则 人 AB?，Bs，B4， 必 为 赣 色 三 
角形 ， 命 题 仍 然 成 记 。 
说 明 : (1) 本 题 源 于 一 个 古典 问题 一 世界 上 任意 6 个 人 中 必 有 3 人 互相 认识 , 或 互相 不 认识 。 
(美国 普 特 丽 数 学 苑 移 题 〉。 

(2) 将 互相 认识 用 红色 表示 ， 将 互相 不 认识 用 复 色 表示 ， 〈1) 将 化 为 一 个 染色 问题 ， 成 为 
一 个 图 论 问题 : 空间 六 个 点 ， 任 何 三 点 不 共 线 ， 四 点 不 共 面 ， 每 网 点 之 间 连 线 都 涂 上 红色 或 赣 
求证 : 存在 三 点 ， 它 们 所 成 的 三 角形 三 边 同色 。 

(3) 问题 (2) 可 以 往 两 个 方 癌 推广 : 其 一 是 颜色 的 种 数 ， 其 二 是 点 数 。 
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本 例 便 是 方向 一 的 进展 ， 其 证 明 已 知 上 述 。 如 果 继 续 沿 此 方向 前 进 ， 可 有 下 题 : 

在 66 个 科学 家 中 ， 每 个 科学 家 都 和 其 他 科学 家 通信 ， 在 他 们 的 通信 中 仅仅 讨论 四 个 题目 ， 而 
任何 两 个 科学 家 之 间 仪 仪 讨论 一 个 题目 。 证 明 至 少 有 三 个 科学 家 ,他 们 互相 之 间 讨 论 同一 个 题目 ， 

(4) 回顾 上 面 证 明 过 程 ， 对 于 17 点 染 3 色 问 题 可 归结 为 6 点 染 2 色 问题 ， 又 可 归结 为 3 点 
染 一 色 问 题 。 反 过 来 ， 我 们 可 以 继续 推广 。 从 以 上 (3, 1) 一 6,2) 一 (17，3) 的 过 程 ， 易 发 
现 


6= (3-1) X2+2, 17= (6-1) X3+2，66= (17-1) X4+2, 
同 理 可 得 (66-1) X5+2=327， (327-1) X6+2=1958… 记 为 r=3, rs=6, rs=17， rs=66，rs=327,， 


ro=190By “es 
我 们 可 以 得 到 化 推 拓 系 式 ; ro=n (rn-1-1)+2，n=2, 3, 4… 这 样 束 可 以 构造 出 327 后 染 5 色 问题 ， 


1958 点 染 6 色 问 题 ， 都 必 出 现 一 个 同色 三 角形 。 


$ 24 容 斥 原理 


相对 补 集 : 称 属于 A 而 不 属于 B 的 全 体 元 素 ， 组 成 的 集合 为 B 对 A 的 相对 补 集 或 着 集 ， 记 作 A-B， 


容 斥 原理 :以 网 表示 集合 A 中 元 素 的 数目 ， 我 们 有 
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4 = Y= S| ya | 
-= 7 上 


记 1 17 


AN 


中 地 出 …… 志 为 n 个 集合 [网 称 为 A 的 阶 。 


n 阶 集合 的 全 部 子 集 数目 为 2 。 


例题 讲解 
1. 对 集合 (1，2，.…， 可 及 其 每 一 个 非 空 了 集 ， 定 义 一 个 唯一 确定 的 “ 交 蔡 和 ”如 下 : 按照 递减 的 


次 序 重新 排列 该 子 集 ， 然 后 交替 地 减 或 加 后 继 的 数 所 得 的 结果 ， 例 如 ， 集 合 针 2.4.5. 引 的 “ 交 符 


和 ”是 9-6H4.2+1-6. 慰 东 的 “交替 和 ”是 6.5-1，{ 引 的 交 蔡 和 是 2。 那 么 ， 对 于 n=7。 求 所 有 
子 集 的 “交替 和 ”的 总 和 。 


2， 菜 班 对 数学 、 物 理 、 化 学 三 科 总 评 成 绩 统 计 如 下 : 优秀 的 人 数 : 数学 21 个， 物理 19 个， 化 
学 20 个 ， 数 学 物理 都 优秀 9 人 ， 物 理化 学 都 优秀 7 人 。 化 学 数学 都 优秀 8 人 。 这 个 班 有 5 人 任 
何 一 科 都 不 优秀 。 那 么 确定 这 个 班 人 数 以 及 仪 有 一 科 优 秀 的 三 科 分 别 有 多 少 个 人 。 


3. 计算 不 超过 120 的 合 数 的 个 数 


4. 1992 位 科学 家 ， 每 人 至 少 与 1329 人 合作 过 ， 那 么 ， 其 中 一 定 有 四 位 数学 家 两 两 合作 过 。 


5. 把 2 个 元 素 的 集合 分 为 若干 个 两 两 不 交 的 子 集 ， 按 照 下 述 规则 将 某 一 个 子 集中 某 些 元 素 挪 到 
妨 一 个 子 集 :从 前 一 子 集 挪 到 后 一 子 集 的 元 素 个 数 等 于 后 一 子 集 的 元 素 个 数 《〈 前 一 子 集 的 元 聚 个 
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下 载 资 料 


数 应 不 小 于 后 一 子 集 的 元 素 个 数 )， 证 明 : 可 以 经 过 有 限 次 挪动 ， 使 得 到 的 子 集 与 原 集 合 相 重 合 ， 


6. 给 定 1978 个 集合 ， 每 个 集合 都 含有 40 个 元 素 ， 已 知 其 中 任意 两 个 集合 都 恰 有 一 个 公共 元 ， 证 
明 : 存在 一 个 元 素 ， 它 属于 全 部 集合 。 


7. 在 个 元 素 组 成 的 集合 中 取 思 +1 个 不 同 的 三 元 子 集 。 证 明 : 其 中 必 有 两 个 ， 它 们 恰 有 一 个 公 
共 元 。 


课 后 练习 


1. 一 个 集合 含有 10 个 互 不 相同 的 十 进 制 两 位 数 ， 证 明 : 这 个 集合 必 有 两 个 无 公共 元 素 的 子 
集合 ， 这 两 个 子 集 元 系 和 相等 。 
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2. 是 否 存在 两 个 以 非 页 整数 为 元 素 的 集合 A、B， 使 得 任 一 个 非 负 整数 都 可 以 被 A、B 之 中 各 
取 一 数 之 和 唯一 表 出 。 


3， 对 每 个 加 求 ,最 六 EE 站 使 得 在 mn 元 集合 中 ， 可 以 取出 k 个 子 集 ， 其 中 任意 两 个 的 交 


4， 能 否 把 名 :#8+ 筷 8 二 3 二 448 十 下 分 成 两 个 积 相等 的 不 交集 合 。 


1， 我们 可 以 发 现 对 每 个 数 六 ， 它 出 现在 2 个子 集 之 中 ， 因 此 所 有 子 集 中 的 让 的 和 为 证 '2”， 那 


100 
> 2) = 5050. 2 
么 全 部 元 素 在 全 部 子 集 之 中 的 和 为 所 1 
2. 利用 二 进 制 来 若 夸 此 题 ， 小 明 的 前 9 包 分 别 有 钱 1 分 (2) ，10 分 (2) ，100 分 (2) ,1000 
分 (2) ，10000 分 (2) ，100000 分 (2) ，1000000 分 (2) ，10000000 分 (2) ，100000000 分 
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(2) ， 剩 下 一 包装 剩 下 的 钱 〈 以 上 数 几 为 二 进 制 ) 残 可 以 了 。 


3 不 能 。 反 证 法 。 设 存在 合乎 题 中 条 件 的 一 种 分 法 ， 如 果 严 和 大 同属 于 一 个 子 集 ， 则 记 为 
下 一 大 ， 和 否则 记 为 丙 站 ， 对 YEE， 若 他 ,2 中 分 在 三 个 集合 中 则 称 39 中 为 好 的 ，。 

全 一 和 各 天 +1987), Ca -100,8 — 50, 8 +1937), Ge +1937,4+1987,4+2x1987) py 是 好 
的 。 


如 上 如 一 30 ， maint+ ls, 而 强 十 3 了 7 Bm 一 30 aR+ lo hat los, 故 恕 一 训 + 1937 


在 第 二 组 中 用 # 代 替 台 +1937 ， 故 说“ 站 0 站 2 出 是 好 的 。 故 总 一 天-150 。 


由 此 1 一 1 一 .13 = 846 150 一 0 一 一 一 30 即 40 一 30， 但 Uas0。 了 矛盾 ! 


有 这 样 一 个 结论 严 阶 集合 的 子 集 则 …… 地 闫 满 足 革 信 向 目 训 站 村 则 而 的 最 大 值 为 


型 


J 六 
Cx ， 代 入 本 题 得 为 了 D。 


例题 答案 : 


1. 分 析 ; n=7 时 ， 集 合 {7，6，5，4，3，2，1} 的 非 空 子 集 有 2' -1 个， 虽然 子 集 数目 有 限 ， 但 


一 计算 各 目的 “ 交 茶 和 ”再 相 加 ， 计 算 量 仍然 巨大 ， 但 是 ， 根 据 “ 交 共和 ”的 定义 ， 容 易 看 
合 {L，2，3，4，5，6，7} 与 1L，2，3，4，5，6} 的 “交替 和 ”是 7; 可 以 想到 把 一 个 不 含 7 


是 逐 
到 集 
的 集 和 上 与 昌 U 人 的 “ 交 奉 和 ”之 和 应 为 7， 那 么 ， 我 们 也 就 很 容易 解决 这 个 问题 了 。 
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解 : 集合 {L，2，3，4，5，6，97)} 的 子 集中 ， 除 去 {7} 外 还 有 2 ”- 2 个 非 空子 集合 ， 把 这 


2 -2 个 非 空子 集 两 两 结 组 后 分 别 计算 每 一 组 中 “交替 和 ”之 和 ， 结 组 原则 是 设 
有 1 _ 1 
入 = 可 1,03 小 二 一起 一 (中 这 是 把 二 配 击 结合 为 一 组 ， 显 然 ， 每 组 中 ，“ 交 疹 和 ”之 和 应 


7 7 时 
为 7， 共 有 “他 本 组 ,所 以 ,所 有 “交替 和 ”之 和 应 该 为 全 他 N+ 了 448 


说 明 ; 我 们 在 这 道 题 的 证 明 过 程 中 用 了 这 类 题目 最 典型 的 解法 。 右 是 “对 应 ”的 方法 ，“ 对 
应 ”的 方法 在 解决 相等 的 问题 中 应 用 得 更 多 。 


2. 分 析 : 自然 地 设 A= { 数 学 总 评 优秀 的 人 】} 
B= { 物 理 总 评 优盘 的 人 |} 
C={ 化 学 总 评 优秀 的 人 ] 
则 已 知 |A|=21 |B|=19 |C|=20 
IANBI=32NCE7CNA 
AB A A naa 
PI AU BUCI-|ANBNC 36 
而 | AN BMC mn AN B13N CCNAD=7 
PFTEl36 < A BUC 43, POA1 <| 7 |< 48 
这 表明 全 班 人 数 在 41 至 48 人 之 间 。 
仅 数学 优秀 的 人 数 是 
[allBUOaAU SeaUo 
=| A BUCI-|BI-ICI+|BNC = AU BUC |-32 
可 见 仅 数学 优秀 的 人 数 在 4 至 11 人 之 间 。 
同 理 仅 物理 优秀 的 人 数 在 3 全 10 人 之 间 。 
同 理 仅 化 学 优秀 的 人 数 在 5 至 12 人 之 间 。 
解 : ( 略 ) 。 
说 明 : 先 将 具体 的 实际 生活 中 的 问题 数学 化 ， 然 后 根据 数学 理论 来 解决 这 个 问题 不 仅 是 苋 赛 
中 常见 情况 ， 也 是 在 未 来 学 习 中 数学 真正 有 用 的 地 方 。 


3. 分 析 1: 用 “ 簿 法 ” 找 出 不 超过 120 的 质数 (素数 ) ， 计 算 它 们 的 个 数 ， 从 120 中 去 挥 质 数 ， 再 
去 择 “1”， 剩 下 的 即 是 合 效 。 


解法 1: 120 以 内 : 
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(D 既 不 是 素数 义 不 是 合 数 的 数 有 一 个 ， 即 “1”; 


© 25 2 71 
71、73、79、83、89、97、101、103、107、109、113、 共 30 个 。 所 以 不 超过 120 的 合 数 有 120 
一 1 一 30 二 89 (个 ) ( 附 : 得 法 : 从 小 到 大 按 顺 序 写 出 1 一 120 的 所 有 目 然 数 : 


La 
1 所- Il9 8 
到 中 
天 训 有 寺村 其 3 于 和 扫 -中 
本 和 
导 名 有 到 和 
于 入 要 和 和 本 条 查 祁 和 
1 加 -为 和 逢 和 有 敌 艳 -有 
身 ” 钥 村 - 有 -有 -时 好 - 昌 卫 山 
时 刘 -- 有 机 时 1 
0 02 的 -的 和 
HH II3 4 5 -6 7 1 


和 完 划 控 1， 保 留 2， 然 后 划 挥 2 的 所 有 倍数 4 6，…120 等 ; 你 留 3， 青 划 挥 所 有 3 
的 倍数 6, 9…117、120 等 ; 保留 5， 再 划 挥 5 的 所 有 倍数 10, 15，…120; 保留 7， 再 划 
皖 7 的 所 有 倍数 ，… 这 梓 ， 上 面 数 表 中 剩 下 的 数 融 是 120 以 内 的 所 有 素数 ， 这 种 方法 是 最 古老 的 
寻找 素数 的 方法 ， 叫 做 “了 歼 斯 托 拉 “ 逢 法 ””) 


说 明 : 当 n 不 很 大 时 ， 计 算 1 一 n 中 的 合 数 的 个 数 困难 不 大 ; 但 当 n 很 大 时 ， 利 用 筑 法 就 很 困 
难 、 很 费时 了 ， 必 须 男 疯 他 途 。 


[分 析 2] 受 解法 1 的 局 发， 如 果 能 找 出 1 一 n 中 质数 的 个 数 m， 则 n 一 1 一 nm 就 是 不 超过 n 的 合 
数 的 个 数 。 由 初等 数论 中 定理 : a 是 大 于 1 的 整数 。 如 果 所 有 不 大 于 va 的 质数 都 不 能 整除 a， 那 
么 a 是 质数 。 因 为 120<121 二 11?:，v 120<11， 所 以 不 超过 120 的 合 数 必 是 2 或 3 或 5 或 7 的 倍数 ， 
所 以 只 要 分 别 计算 出 不 超过 120 的 2、3、5、7 的 倍数 ， 再 利用 “ 容 斥 原理 ” 即 可 。 


解法 2; 设 S1= {a | 1 三 3 三 120,2 | a}; Ss={b | 1b 志 120,3 |b}; Ss={c | 1<3<120,5 | ce} 
Si={d | 1 三 d 三 120, 7 | dj ， 则 有 : 


card(S1) =[120/2]=60，card(S;) 二 [120/3] = 二 40，card(S;) = 二 [120/5] 二 24，card(Sy) 一 
[120/7] 三 17; 


(nj 表示 的 整数 部 分 ， 例 如 [2, 4 三 2，…) 


card(S1iNMS>)=|[120/2X3|]= 二 20，card(S1im S53) 三 |120/2X5| 王 12， 
card (SI NM S92) = [120/2X7| 3, card (S， 门 S3) [1120/3X5| 一 8， 
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card(Sy ms =[120/3X7]=5，card (SsNMS) L120/5X7j=3, 

card(S SS [12072x3X5]=4, tatd(SiNSNS) SL120/2X3X7]=2; 
card(SiNMS3NMSs) =[120/2X5X7]=1, card(S2NS3NMS =[120/3X5X7]=1, 
card(SimsznssnsSa 三 [120/2X3X5X7]=0 


.card(S1U SU Ss US 三 card(Si) 十 cafrd(S) 十 card(S3) 十 cafrd(S4 一 card(Si 门 $5) 一 
card (Si1/|Ss) —card(SI MNS) —card(S;MNS») 一 cardtS TS 一 6ard(S3 ms 十 eardimsnmnss 十 
card(S1MS2NS4) Tcard(SiNMS3N Sy) card(Ss NS3N S54) —card(SiNS NSN 5) 一 (60 十 40 十 24 
十 17)-(《20+12+8+8+5+3)+(4+2+1+1) -0 二 141-56 十 8 二 93 


“2，3，5，7 是 质数 
.93 一 4 二 89 
即 不 超过 120 的 合 数 共 有 89 个 。 


4. 分 析 ; 在 与 一 个 人 A 合 作 的 人 中 我 们 找到 B。 再 说 明 一 定 有 人 与 A 和 B 都 合作 过 为 C。 最 后 再 
说 明 有 人 与 A、B、C 都 合作 过 为 D， 那 么 A、B、C、D 就 是 找 的 人 了 。 
证 明 : 一 个 人 A。 不 妨 设 B 与 之 合作 。 那 么 


ANMBEE|AI+|B|-|AU B1329+1329 -199221 所 以 存在 Ce ANMB 即 C 与 和 


和 B 均 合作 过 ， 夸 吾 分 别 表示 与 A、B 合作 过 的 人 的 集合 。 同 样 地 ， 
ANBNEEIAL+ISI+| CI -| AUB|-|IBUS|-ICUAI+|AUSUC 
2 192%3—1992x221 


所 以 存在 必 所 在 门 1 站 CC 。 则 A、B、C、D 就 是 所 求 ， 证 毕 。 


说 明 : 把 一 个 普通 的 叙述 性 问题 转化 为 集合 的 语言 描述 的 问题 通常 为 解 题 的 关键 之 处 ， 也 是 
癌 笠 们 需 加 强 的 。 


5. 分 析 : 首先 考虑 到 2 是 一 个 很 特殊 的 数 ， 其 次 我 们 发 现 若 两 个 集合 的 元 素 个 数 除 以 2 的 若干 


次 肾 后 若 为 奇数 ， 那 么 ， 它 们 之 间 挪 后 就 应 为 偶数 这 一 事实 ， 若 还 不 能 想到 解答 就 试 一 下 如 = 2， 


8 = 了 时 的 情况 ， 相 信和 解答 就 不 会 难 找到 了 。 

证 明 : 考虑 侣 奇数 个 元 了 素 的 子 集 〈 如 采 有 这 样 的 子 集 ) ， 因 为 所 有 子 集 所 含 元 素 的 个 数 总 和 
征 偶数 ， 所 以 只 有 奇数 个 元 素 的 子 集 个 数 也 是 偶数 ， 任 意 将 所 有 含有 奇数 个 元 素 的 子 集 配 成 对 ， 
对 每 对 子 集 按 题目 要 求 的 规则 移动 : 从 较 大 的 子 集 挪 出 一 些 元 素 ， 深 加 到 较 小 的 子 集 ， 挪 出 的 元 
素 个 数 为 较 小 子 集 的 元 聚 个 数 ， 于 是 得 到 的 所 有 子 集 的 元 素 个 数 都 是 偶数 ， 现 在 和 苍 碟 元 又 个 数 不 


被 4 整除 的 子 集 ， 如 果 站 = : ， 则 总 共有 两 个 元 素 ， 它 们 在 同一 个 子 集 ， 因 此 设 癌 主 * ， 因 为 子 集 
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下 载 资 料 


的 元 素 个 数 的 忌 数 被 4 整除 ， 因 此 这 样 的 子 集 的 个 数 为 偶数 ， 任 总 将 这 样 的 子 集 配 成 对 ， 对 每 一 
对 子 集 施 行 满足 题目 要 来 的 挪动 ， 于 古 得 到 的 每 个 子 集 数 均 可 补 4 整 除 ， 依 此 做 下 去 ， 最 后 得 到 


的 每 个 子 集 元 素 个 数 均 可 被 2* 整除 ， 也 就 是 只 能 有 一 个 子 集 ， 它 的 元 素 个 数 为 2*， 证 毕 。 

说 明 : 这 道 题 的 证 明 中 隐 含 了 一 种 单一 变量 在 变化 时 变化 方向 相同 这 一 性 质 ， 就 这 道 题 来 说 ， 
一 直 在 增加 的 就 是 各 子 集 元 素 个 数 被 2 的 多 少 次 寡 整 除 的 这 个 宕 次 数 ， 这 是 一 大 类 问题 ， 除 了 这 
种 变化 量 ， 还 要 经 常 考虑 变化 中 的 不 变量 。 
6. 分析: 我 们 可 以 先 去 找 一 个 属于 很 多 个 集合 的 元 素 ， 最 好 它 就 是 我 们 要 找 的 那 一 个 。 


证 明 : 考虑 给 定 的 1978 个 集合 中 任意 一 个 集合 站 ， 它 和 其 它 1977 个 集合 都 相交 ， 因 此 ， 存 


在 名 二 总 ， 使 得 它 至 少 属于 其 中 50 个 集合， 否则， 集合 站 中 每 个 元 素 至 多 属于 49 个 集合 ， 而 集 


合 站 恰 有 40 个 元 素 ， 所 以 除 站 外 至 多 有 1960 个 集合 ， 不 可 能 ， 因 此 设 台 属于 集合 入 ， 出 … 
如 0 ， 下 面 证 明 它 属于 给 定 的 1978 个 集合 中 任 一 个 。 


对 于 除了 总 ， 击 ，… 和 的 任 一 个 集合 百 ， 设 如 竺 互 ， 则 吾 与 岂 ， 瘟 ， 册 ，…5 和 每 一 个 


都 有 至 少 一 个 元 素 的 交 ， 它 们 都 与 & 不 同 ， 那 么 ， 吕 就 至 少 要 有 5$1 个 元 素 ， 不 可 能 ， 因 此 站 属于 
每 个 集合 。 

说 明 :， 这 种 题目 最 怕 把 它 想 难 了 ， 想 行 太 难 了 ， 就 会 觉得 无 从 下 手 ， 做 数学 竞赛 题 就 需要 一 
方面 在 做 题 之 前 选 好 方向 ， 另 一 方面 就 是 大 胆 尝试 去 做 。 
7. 分 析 : 证 明 恰 有 一 个 公共 元 也 许 挺 难 。 那 么 证 只 有 两 个 或 零 个 公共 元 不 可 能 是 否 可 行 昵 ? 如 果 


具有 两 个 公共 元 的 集合 内 与 如 表示 为 芒 一 怠 、 那 么 -有 传递 性 。 是 耕 有 用 呢 ? 
证 明 ， 设 结论 不 真 。 则 所 给 的 3 元 子 集 要 么 不 交 ， 要 么 恰 有 两 个 公共 元 ， 如 果子 集 刀 与 8 


恰 有 两 个 公共 元 ， 则 记 并 ~ 如。 设 才 是 己 是 三 个 子 集 。 可 以 证 明 如 果 站 一 总 ， 瑟 ~ 避 ， 则 


~ 忆 ,于 是 所 有 给 定 的 3 元 子 集 可 以 分 类 , 使 得 同一 类 中 任意 两 个 不 同 子 集 都 恰 有 两 个 公共 元 。 
而 不 同类 的 子 集 不 相交 。 于 是 对 每 个 子 集 类 ， 有 三 种 可 能 : (1) 恰 含 3 个 元 素 的 类 。 (2) 恰 含 4 
个 元 素 的 类 。 (3) 至 少 含 5 个 元 素 的 类 。 

在 (1) 下 ，3 元 子 集 类 恰 由 一 个 3 元 子 集 组 成 。 

在 《2) 下 ， 子 集 类 中 至 多 有 4 个 子 集 。 


考虑 (3) 设 凡 = te 六 ce ， 如 ={g.8,Q}， 则 还 有 一 个 。， 由 4~C，~C， 有 


C = 亿 入 中 。 因 此 对 子 集 类 中 任意 子 集 五 ， 由 区 一 五 ， 吾 一 五 ， 它 一 五 它 包含 & 与 6， 于 是 类 
中 子 集 个 数 比 类 中 元 素 个 数 少 2， 于 是 ， 每 个 类 中 子 集 个 数 不 超 过 元 素 个 数 ， 但 是 题 中 条 件 子 集 
数 大 于 元 素 个 数 ， 了 矛盾 ! 

说 明 ， 此 题 为 1979 年 美国 竞赛 题 。 题 目 难 度 较 大 ， 应 该 说 是 应 用 了 高 等 代数 中 的 一 些 思想 . 


《中 学 数学 信息 网 》 系 列 资料 WWW. ZXSX. COM 版 权 所 有 @ 中 学 数学 信息 网 


WWWwEXSX.COMm 欢迎 光临 


s 25 奇数 偶数 


将 全 体 整 数 分 为 两 类 ， 几 是 2 的 倍数 的 数 称 为 偶数 ,否则 称 为 奇数 .因此 , 任 一 侦 数 可 表 为 2 
(mEZ) ， 任 一 奇数 可 表 为 2m+l 或 2m 一 1 的 形式 . 奇 、 偶 数 具有 如 下 性 质 : 
(1) 奇效 土 奇数 = 偶数 ， 偶 数 土 偶数 = 偶数 ; 
奇数 土 俏 数 = 奇数， 偶数 X 偶数 = 偶数 
奇数 X 倡 数 = 偶 效 ， 奇 数 X 奇 数 = 奇效 
可 数 的 平方 部 可 表 为 8ze+1l 有 形式， 偶数 的 平方 都 可 表 为 8 或 8mt4 的 形式 〈mEZ) . 


DS4 


(2 
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下 载 资料 


(3) 任何 一 个 正 整数 x， 都 可 以 写成 x=2”/ 的 形式 ， 其 中 zx 为 非 负 整数 ，7 为 奇数 . 
这 些 性 质 既 简单 义 明 显 ， 然 而 它 却 能 解决 数学 苋 完 中 一 些 难 题 . 


例题 讲解 
1 下 列 每 个 算式 中 ， 最 少 有 一 个 奇数 ， 一 个 偶数 ， 那 么 这 12 个 整数 中 ， 至 少 有 几 个 侦 
数 ? 


Es Esetls [TXEeEl LL 


2， 已 知 n 是 偶数 ，m 是 奇数 ， 方 程 组 i A 是 整数 ， 那 么 (。 “) 


lx+27y= Mm y=gy 
(A) p、q 都 是 个 数 . (B) p、9q 都 是 奇数 . 
CC) p 是 偶数 ，q 是 奇数 (CD) p 是 奇数 ，q 是 偶数 
3. 在 1，2，3…，1992 表面 任意 添上 一 个 正 号 和 负 号 ， 它 们 的 代数 和 是 奇数 还 是 偶数 . 


4. 70 个 数 排 成 一 行 ， 除 了 两 头 的 两 个 数 以 外 ， 每 个 数 的 3 倍 都 恰好 等 于 它 两 边 两 个 数 的 
和 ， 这 一 行 最 左边 的 几 个 数 是 这 样 的 ，0，1，3，8，21，…. 问 最 右边 的 一 个 数 被 6 除 余 
he 
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5. 设 a、b 是 日 然 数 ， 且 有 关系 式 
123456789= (11111+a) (11111-b) ， (D 


证 明 a-b 是 4 的 倍数 . 


6. 在 3X3 的 正方 格 (a) 和 (b) 中 ， 每 格 填 “+” 或 “-” 的 符号 ， 
然后 每 次 将 表 中 任 一 行 或 一 列 的 各 格 全 部 变化 试问 重复 若干 次 这 样 的 
“ 变 号 ”程序 后 ， 能 否 从 一 张 表 变 化 为 另 一 张 表 . 


7.， 设 正 整数 zZ 不 等 于 2，5$，13. 证 明 在 集合 {2，5，13，Y} 中 可 以 找到 两 个 元 素 &b， 使 得 加 一 
] 不 是 完全 平方 数 . 


8. 设 4、2、c、4 为 奇数 ，0 <Z< OO<c< 双 并 且 cx = Bc， 证明: 如 果 ar kx，b+c=2m，km 
为 整数 ， 那 么 二 1. 
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下 载 资料 


9, 设 CO] 9 CD ， ”” ”9 C 是 一 组 效 ， 它们 中 的 每 一 个 都 取 ] 或 一 ] 》 而 且 010M1JOAHO MOALAjT 二 02007Q 天 
证 明 : n 必须 是 4 的 倍数 . 


(1) 有 四 个 互 不 相等 的 目 然 数 ， 最 大 数 与 最 小 数 的 关 等 于 4， 最 大 数 与 最 小 效 的 积 是 一 
个 育 数 ， 而 这 四 个 数 鸭 和 征 最 小 的 两 位 育 数 ， 那 么 这 四 个 数 的 乘积 是 ” _ . 


l 
(2) 有 五 个 连续 偶数 ， 已 知 第 三 个 数 比 第 一 个 数 与 第 五 个 数 和 的 4 多 18， 这 五 个 偶数 之 
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下 载 资料 


(3) 能 耕 把 1993 部 电话 中 的 每 一 部 与 其 它 5 部 电话 相连 结 ? 答 


2. 选择 题 


(1) 设 a、b 痢 是 整数 ， 下 列 命题 正确 的 个 数 是 ( ) 


Gd 者 at5b 是 偶数 ， 则 a-3b 是 偶数 ， 包 大 at5b 是 偶数 ， 则 a-3b 是 奇数 ; 
G@ 者 at5b 是 育 数 ， 则 a-3b 是 奇数 ， 引 寿 at5b 是 奇数 ， 则 a-3b 是 偶数 . 
(A) 1 (B) 2 (C) 3 (D) 4 


1 -1 


3 


(2) 若 n 是 大 于 1 的 整数 ， 则 了 + 下 的 值 ( ). 
(A) 一 定 是 偶数 (B) 必然 是 非 零 偶数 
CC) 是 偶数 但 不 是 2 (D) 可 以 是 偶数 ， 也 可 以 是 奇数 


(3) 已 知 关 于 X 的 二 次 三 项 式 ax2+bx+c (a、b、c 为 整数 ) ， 如 果 当 x=0 与 x=1 时 ， 二 
次 三 项 式 的 值 都 是 奇数 ， 那 么 a( ) 


(A) 不 能 确定 育 数 还 是 偶数 (B) 必然 是 非 零 偶 数 
(C) 必然 是 奇数 (D) 必然 是 零 


人 试 证 明 ] 1986+91986+R81986 十 61986 是 一 个 偶数 . 
4. 请 用 0 到 9 十 个 不 同 的 数字 组 成 一 个 能 被 11 整除 的 最 小 十 位 数 . 


5. 有 mn 个 整数 ， 共 积 为 n， 和 为 零 ， 求证: 数 n 能 被 4 整除 


6. 在 一 个 是 n 边 形 内 ， 任 童 给 出 有 限 个 点 ， 在 这 些 点 之 间 以 及 这 些 点 与 是 n 边 形 顶 点 之 
间 ， 用 线段 连续 起 来 ， 要 使 这 些 线段 互 不 相交 ， 而 且 把 原 凸 n 边 形 分 为 只 朋 有 角形 的 小 块 ， 
试 证 这 种 小 三 我 有 形 的 个 数 与 n 有 相同 的 奇 借 性. 


7. 一 个 四 位 数 是 奇数 ， 它 的 首位 数字 泪 地 其 余 各 位 数 子 ， 而 第 二 位 数 子 大 于 其 它 各 位 数 
子 ， 第 三 位 数字 等 于 首 末 两 位 数字 的 和 的 两 倍 ， 求 这 四 位 数 . 


8. 试 证 : 3"+1 能 被 2 或 2 整除， 而 不 能 被 2 的 更 高 次 容 整 除 . 
课 后 练习 答案 


1. (1) 30. 《最 小 两 位 奇数 是 1 1 ， 最 大 数 与 最 小 数 同 为 奇效 ) 
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F 载 资料 _ 
(2) 180. 设 第 一 个 偶数 为 X， 则 后 面 四 个 衣 次 为 和 十 2，X 十 4，X 十 6，xX 十 
8 . 

( 3 ) 不 能 . 

2. B. B. A 


3. 1 "是 奇数 1，9 ”的 个 位 数字 是 育 数 1， 而 8 ”*，6 ”都 是 偶数 ， 故 最 
后 为 偶数 . 


4 . 仿 例 5 12034658709. 
5. 设 a1，a 2，"…， an 满足 题 设 即 a 1 十 a 2z 十 … 十 au 二 0 (1) 


有 a 1 二 nn 所。 假如 nn 为 奇数 ， 由 书 ， 所 有 a i 缘 为 育 数 ， 但 奇效 个 奇数 之 

和 为 奇数 ， 故 这 时 (人 不成立， 可见 n 只 能 为 偶数 .由 于 nn 为 个 数 ， 由 己 知 a ;中 必 有 一 个 

偶数 ， 由 局 知 ai 中 必 有 夯 一 个 偶数 . 于 是 a ;中 必 有 两 个 偶数 ， 因 而 由 己 知 n 必 能 被 4 

整除 . 

6 . 设 小 三 角形 的 个 数 为 k， 则 kk 个 小 三 角形 共有 3 k 条 边 ， 减 去 n 边 形 的 n 条 边 及 重 
l l 


复 计算 的 边 数 扣 共有 2 ( 3 k 十 n ) 条 线段 ， 显 然 只 有 当 与 n 有 相同 的 奇偶 性 时 ，2 
(3 一 n) 才 是 整数 . 


7 . 设 这 个 四 位 数 是 呈 ca 由 于 1 三 a 二 d，d 是 奇数 所 以 d 三 3 于 是 c= 二 2 (a 十 d) 


宇 8， 即 c= 二 8 或 c= 二 9. 因 c 是 偶数 ,所 以 c= 二 8， 由 此 得 a 二 1，d = 二 3. 又 因 | 
>c， 所 以 b = 二 9 因此 该 数 为 1 9 8 3. 


8 . 当 n 为 奇数 有 时， 考虑 (4 一 1 ) "十 1 的 展开 式 ; 当 nn 为 伪 数 时 ， 考 虑 (2 十 1) 
“民族 


例题 答案 : 


1. 解 因为 加 法 和 减法 算式 中 全 少 各 有 一 个 俩 数 ， 乘 法 和 除法 算 陈 中 全 少 各 有 二 个 偶 
数 ， 故 这 12 个 整数 中 至 少 有 六 个 侦 数 . 


2. 分 析 由 于 1988y 是 偶数 ， 由 第 一 方程 知 p=x=n+1988y， 所 以 p 是 贫 数 ， 将 其 代入 第 
二 方程 中 ， 于 是 11x 也 为 侦 数 ， 从 而 27y=m-11x 为 奇数 ， 所 以 是 y=q 奇数 ， 应 选 ( CC) 
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下 载 资 料 


=2.64“ +3.729 +15625 +1 

=2.(7.9+1)” +3.(7.:104+1)” +(7.:2232+1D)“+1 
=2.7. A+2+3:7.B+3+7:C+1l+l1 
=(2+3+1+1)(mod 7)= 0(mod 7) 


“对 于 vf>0, 有 是 fe 2 后 二 3 二 SS 二 1 都 能 被 7 整除 ; 
注 : 4=1(mo0d2) 寺 4 =1(m0dD),fe7i 


3. 分 析 ”因为 两 个 整数 之 和 与 这 两 个 整数 之 靳 的 奇 偶 性 相同 ， 所 以 在 题 设 数字 前 面部 添 
l392rlss2 + 1) 

上 正 号 和 人 负 号 不 改变 其 奇偶 性 ， 而 1+2+3+*…+1992= < =996 义 1993 为 偶数 “于 

是 题 设 的 代数 和 应 为 偶数 . 


4. 解 ” 设 70 个 数 依次 为 at ay as 据 题 意 有 


本 EU 个 
| 奇 
a3=3a2-al, 奇 
dj=3a3—a2, 俩 
d= 244 a2; 有 
ae=3as-a4, 奉 
由 此 可 知 : 


当 n 被 3 除 余 1 时，an 是 侦 数 ; 


当 n 被 3 除 余 0 时 ， 或 余 2 时 ，an 是 奇数 ， 显 然 ar 是 3k+l 型 偶数 ， 所 以 k 必须 是 奇数 ， 
令 k=2n+1， 则 aro=3k+1=3 (2n+1)+1=6n+4. 


5. 证 明 由 外 式 可 知 
11111 (a-b) =ab+4X 617 (2) 


0 0 
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下 载 资料 


首先 ， 易 知 a-b 是 侦 数 ， 否 则 11111(a-b) 是 奇数 ， 从 而 知 ab 是 奇数 ， 进 而 知 a、b 都 是 
奇数 ， 可 知 (11111+a) 及 (11111-b) 都 为 个 数 ， 这 与 式 人 矛盾 


其 次 ， 从 a-b 是 偶数 ， 根 据 怨 可知 ab 是 代数 ， 进 而 易 知 a、b 此 为 借 数 ， 从 而 ab+4X617 
征 4 的 倍数 ， 由 包 知 a-b 是 4 的 倍数 . 


6. 解 投 题 设 程序 ， 这 是 不 可 能 做 到 的 ， 考 罕 下 面 填 法 : 
在 黑板 所 示 的 2X2 的 正方 形 表 格 中 ， 投 题 设 程序 “ 变 号 ”，“+” 号 或 者 不 变 ， 或 者 变 
成 两 个 . 


表 (a) 中 小 正方 形 有 四 个 “+” 号 ， 实 施 变 号 步骤 后 ，“+” 的 个 数 仍 是 偶数 ， 但 表 (b) 中 
小 正方 形 “+” 瑟 的 个 数 仍 是 育 数 ， 故 它 不 能 从 一 个 变化 到 万 一 个 . 


显然 ， 小 下 方形 互 变 无 法 实现 ，3X3 的 大 正方 形 的 互 变 ， 更 无 法 实现 . 
7. 解 由 于 2x5 一 1=3?，2X13 一 1=52?，5X13 一 1=8?， 因 此 ， 只 需 证 明 2 一 1，$ 一 1，13< 一 1 中 


至 少 有 一 个 不 是 完全 平方 数 . 
用 反 证 法 ， 假 设 它们 都 是 完全 平方 数 ， 令 


24—1=* 加 
S54—1=y ©) 
13< 一 1=2 (3) 
LVZEN 


由 @ 知 ，x 是 奇数 ， 设 本 2f 一 1， 于 是 24 一 1= (2k 一 1) ?， 即 2K? 一 2k+1， 这 说 
明 Zz 也 是 奇数 .因此 ， 再 由 包 ，@ 知 ，72z 均 是 个 数 . 

设 y=27,z=27, 代 入 (BB、(， 相 减 ， 除 以 4 得 ，245 匀 一 m 二 (ntHm)(n 一 m)， 从 而 mn 一 m2 为 偶数 ， 
n，m 必 同 是 侦 数 ， 于 是 m+tn 与 m 一 n 都 是 偶数 ， 这 样 24 就 是 4 的 倍数 ， 即 Z 为 偶数 ， 这 与 上 述 
4 为 奇数 矛盾 . 故 命题 得 证 . 


8. 首 先 易 证 : 2′> 2”. 从 而 f> MM 因为 4-4>5-c 于 是 (44+0)?=(4- 0)?+4ad 
>(2-0 +4bc=(2+c) . 骨 由 44 =Bc,4d=2^- qc=2”-8 可 得 6:2” -4:2*=p -0， 


因而 27(Z- ai.247)=(O+OCO-OD © 

显然 ，B+ 4,5-- 4 为 偶数 ，8-21” 4 为 奇数 ， 并 且 人 + ea 和 2 只 能 一 个 为 4n 型 
偶数 ， 一 个 为 4n+2 型 侦 数 (否则 它们 的 差 应 为 4 的 倍数 ， 然 而 它们 的 差 等 于 2z 不 是 4 
的 倍数 ) ， 


因此 ,如 果 设 5-2“%*g =e./， 其 中 @/ 为 奇数 ， 那 么 由 Q 式 及 B+ a,2 一 4 的 特性 就 有 
(TT) |2+a=2” ee, 或 (II) b+a=2/, 
bp- a4=2/. bp-4=2” e 


由 ef =28-2*%”4<B-24<8-4<2/ 得 e=1， 
从 而 /=Bp-2“Y* 4 于 是 (1) 或 CI) 分 别 变 为 
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pti+a=2” 或 b+a=2(b—-2°”a), 
bp-a=2(6-2° “a4) (2- a=2” 
解 之 ， 得 2.2 和 1! = 2”1. 因 4 为 奇数 ， 故 只 能 天 1 


9. 证 了 明 : 由 于 每 个 4, 均 为 1 和 一 1， 从 而 题 中 所 给 的 等 式 中 每 一 项 4j4, Qi.3473 也 只 取 1 或 一 1， 而 
这 样 的 n 项 之 和 等 于 0， 则 取 1 或 一 1 的 个 数 必 相 等， 因而 n 必须 是 侦 数 ， 设 n=2m. 


再 进一步 考察 已 知 等 式 左 端 an 项 之 乘积 =-(Z i …:2 ) 二 1， 这 说 明 ， 这 项 中 取 一 1 的 项 ( 共 
m 项 ) 也 一 定 是 偶数 ， 即 m=2k， 从 而 n 是 4 的 倍数 


$ 26 整除 


整除 是 整数 的 一 个 重要 内 容 ， 这 里 仅 介 绍 其 中 的 几 个 方面 : 整数 的 整除 性 、 最 大 公约 数 、 最 
小 公 倍 数 、 方 寡 问 题 . 

I . 整数 的 整除 性 

初等 数论 的 基本 研究 对 象 是 自然数 集合 及 整数 集合 . 我 们 知道 ， 整 数 集合 中 可 以 作 加 、 减 、 
乘法 运算 , 并 且 这 些 运算 满足 一 些 规 律 ( 即 加 法 和 乘法 的 结合 律 和 交换 律 ， 加 法 与 乘法 的 分 配 律 )， 


但 一般 不 能 做 除法 ， 即 ， 如 人 ,6 是 整除 ，4z 0， 则 和 不 一 定 是 整 煞 . 由 此 引出 初等 数论 中 第 一 个 
基本 概念 ， 整数 的 整除 性 . 


定义 一 : 《市 余 除 法 ) 对 于 任 一 整数 a 和 任 一 整数 2 ， 必 有 惟一 的 一 对 整数 97， 二 使 得 


《中 学 数学 信息 网 》 系列 资料 WWW. ZXSX. COM 版 权 所 有 @ 中 学 数学 信息 网 


WWWw EXSX.CONm 欢迎 光临 


站 载 资料 _ 
4=0Dg+7，0<x<B， 并 晶 整 数 g 和 yr 由 上 述 条 件 惟一 确定 ， 则 jg 称 为 B 除 4 的 不 完全 了 商 ，r 
称 为 和 除 z 的 余数 . 

若 六 =0， 则 称 0 整除 Z, 或 4 被 5 整除, 或 称 Z 征 0 的 倍数 ,或 称 是 Z 的 约 数 〈 又 叫 因子 ) ， 
记 为 5|4 .否则 ，2| 4 

任何 Z 的 非 土 C 士 ] 的 约 数 ， 叫 做 4 的 真 约 数 . 

0 是 任何 整数 的 倍数 ，1 是 任何 整数 的 约 数 . 

任 一 非 零 的 整数 是 其 本 身 的 约 数 ， 也 是 其 本 映 的 倍数 . 

由 整除 的 定义 ， 不 难得 出 整除 的 如 下 性 质 : 


(1) 若 Z120c 则 zlc 


(2) 车 415,, 则 4| > cD, 其 忠 E 忆 2=12.， 


一] 


(3) 车 4a|c， 则 48| cB 反之 ， 亦 成 立 . 


< 2|. 因 此 ， 若 4|b, 义 2| a,Wg = +. 
(5) 4、5 互 质 , 车 4|c,b|c, ab|c. 
(6) 为 质数 ， 欠 p10 4,……Q,, 则 pp 必 能 整除 ,4,,…,Q, 中 的 某 一 个 . 


特别 地 ， 若 为 质数 ，p|a”, 册 p|4& 


(7) 如 在 等 Ka -> 中 除开 某 一 项 外 ， 其 余 各 项 都 是 c 的 倍数 ， 则 这 一 项 也 是 c 的 


倍 效 . 

(8) 有 个 连续 整数 中 有 且 只 有 一 个 是 的 倍数 . 

(9) 任何 2 个 连续 整数 乙 积 一 定 是 地 的 倍数 ， 

本 讲 开 始 在 整除 的 定义 同时 给 出 了 约 数 的 概念 ， 又 由 上 一 讲 的 复 术 基本 定理 ， 我 们 融 可 以 讨 
论 整 数 的 约 数 的 个 数 了 . 

.最 大 公约 数 和 最 小 公 售 数 


定义 二 : 设 4、5 是 两 个 不 全 为 0 的 整数 . 若 整 数 c 满足 ，cC|a,c|2， 则 称 c 为 4,28 的 公约 数 ， 


4 与 5 的 所 有 公约 数 中 的 最 大 者 称 为 4 与 5 的 最 大 公约 数 ， 记 为 (4,D) .如 果 (4,2)=1， 则 称 4 与 5 
互 质 或 互 素 . 


定义 三 : 如 果 4 是 4a、5 的 倍数 ， 则 称 4 是 4a、5 的 公 倍 数 ，4 与 5 的 公 倍 数 中 最 小 的 正 数 称 
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下 载 资 料 


为 4 与 5 的 最 小 公 倍数 ， 记 为 [4,2]. 
最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 的 概念 可 以 推广 到 有 限 多 个 整数 的 情形 ， 并 用 (ao ,a,,…,Q, ) 表 未 
ON002 的 最 大 公约 数 ，[o ,2 2] 表示 四 ,22 的 最 小 公 倍数 . 


若 (@ ,0 ,…,0,)=1， 则 称 oz ,20 互 质 大 4 ,4,,…,Q, 中 任何 两 个 都 互 质 ， 则 
称 它们 是 两 两 互 质 的 .注意 ，2 个 整数 互 质 与 个 整数 两 两 互 质 是 不 同 的 概念 ， 前 者 成 立时 后 者 不 
一 定 成 立 〈 例 如 ，3，15，8 互 质 ， 但 不 两 两 互 质 ) ; 显然 后 者 成 立时 ， 前 者 必 成 立 . 

因为 任何 正 数 都 不 是 0 的 倍数 ,所 以 在 讨论 最 小 公 倍 数 时 ,一般 都 假定 这 些 整数 不 为 0. 同 时 ， 


由 于 44,2 与 |41,|2| 有 相同 的 公约 数 ， 有 是 (@,D)=(|al,|2|) (有 限 多 个 亦 成 立 ) ， 因 此 ， 我 们 总 
限于 在 自然 数 集合 内 来 讨论 数 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 . 

II. 方 震 问题 

一 个 正 整数 能 否 表 成 个 整数 的 次 方 和 的 问题 称 为 方 容 和 问题 .特别 地 ， 当 w= 1 时 称 为 
不 次 方 问 题 ， 当 在 = 2 时， 称 为 平方 和 问题 . 

能 表 为 某 整数 的 平方 的 数 称 为 完全 平方 数 .简称 平方 数 ， 关 于 平方 数 ， 明 显 有 如 下 一 些 简单 的 
性 质 和 结论 : 

(1) 平方 数 的 个 位 数字 只 可 能 是 0，1，4，5，6，9. 

(2) 偶数 的 平方 数 是 4 的 倍数 ， 奇 数 的 平方 数 被 8 除 余 1， 即 任何 平方 数 被 4 除 的 余数 只 能 
是 0 或 1. 

(3) 奇数 平方 的 十 位 数字 是 偶数 . 

(4) 十 位 数字 是 奇数 的 平方 数 的 个 位 数 一 定 是 6. 

(5) 不 能 被 3 整除 的 数 的 平方 被 3 除 余 1， 能 被 3 整除 的 数 的 平方 能 被 3 整除 .因而 ， 平 方 数 
被 9 除 的 余数 为 0，1，4，7， 且 此 平方 数 的 各 位 数字 的 和 被 9 除 的 余数 也 只 能 为 0，1，4，7. 

(6) 平方 数 的 约 数 的 个 数 为 奇数 . 

(7) 任何 四 个 连续 整数 的 乘积 加 1， 必 定 是 一 个 平方 数 . 


例题 讲解 


1. 证 明 : 对 于 任何 自然 数 2 和 在 ， 数 (2 个 =25 +47 +10 都 不 能 分 解 成 若干 个 连续 的 正 整 
数 之 积 . 


2. 设 思 和 9g 均 为 日 然 数 ,使 得 


1 上 4... | 证明， 力 可 被 1979 整除 
gy 23 1318 1319 
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下 载 资 料 


3， 对 于 整数 与 +， 定 义 A 月 = ,求证 ，F(n) 可 整除 所 用 


4. 求 一 对 整数 4B， 满足 : (1) ZUc+ 人 不 能 被 7 整除 ， (2) (4+D) -2 一 灵 能 家 77 


整除 . 


5. 求 设 z 和 0 是 两 个 正 整 数 ，(z 已 =1 2 为 大 于 或 等 于 3 的 质数 ， 


a 十 LDL 


) ， 试 证 : (1) (COD=1; (2) c=1 或 c= 
2 二 DO 


C=(Z+LO， 


6，11p 盒子 中 各 若干 个 球 , 每 一 次 在 其 中 h(n < M) 个 盒 中 加 一 球 . 求 证 : 不 论 开 始 的 分 布 情况 如 何 ， 


总 可 按 上 述 方法 进行 有 限 次 加 球 后 使 各 盒 中 球 数 相等 的 充 要 条 件 是 (7, 4)=1. 


7. 求 所 有 这 样 的 自然 数 妨 ， 使 得 2” + 2 ” +2” 是 一 个 自然 数 的 平方 . 


课 后 练习 


1. ”选择 题 


(1) 若 数 n=20。30。40。50。60。70。80。90。100。110。120。130， 则 不 是 mn 的 因数 
的 最 小 质数 是 ( ) . 


(A)19 (B)17 (C) 13 (DD) 非 上 述 答 案 


(2) 在 整数 0、1、2…、8、9 中 质数 有 x 个 ， 侦 数 有 y 个 ， 完 全 平方 数 有 z 个 ， 则 x+y+z 
等 于 (  ). 


(A) 14 (B)13 (C) 12 (DD) 11 E) 10 


(3) 可 除 尽 3 +5 的 最 小 整数 症 (  ). 
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下 载 资 料 


(A)2 (B)3 (C)5 (DD) 3H+588 (E) 以 上 都 不 是 


2 填 罕 题 


AAA 


让 


(1) 把 100000 表 示 为 两 个 整数 的 乘积 ， 使 其 中 没有 一 个 是 10 的 整 倍数 的 表达 陈 为 


(2) 一 个 目 然 数 与 3 的 和 是 5 的 倍数 ,与 3 的 产 是 6 的 倍数 , 这 样 的 目 然 数 中 最 小 的 是 


(3) 在 十 进 制 中 ,各 位 数码 是 0 或 1, 并 且 能 被 225 整除 的 最 小 目 然 数 是 


3. 求 使 A200Ua 为 整数 的 最 小 自然 数 a 的 值 . 


4. 证 明 :对 一 切 整 数 n,n?2+2n+12 不 是 121 的 倍数 . 


5. 设 bea 是 一 个 四 位 正 整数 , 已 知 三 位 正 整 数 65 与 246 的 和 是 一 位 正 整 数 d 的 


111 倍 , se 又 是 18 的 倍数 . 求 出 这 个 四 位 数 a&ea , 并 写 出 推理 运算 过 程 . 


6. 能 合 有 正 整数 m、Dn 满足 方程 m2+1954=n2. 


7. 证 明 : (1) 133| (11"2+12*1) ， 其 中 为 非 负 整 数 . 


(2) 奉 将 (中 的 11 改 为 任意 一 个 正 整数 a 则 (DD) 中 的 12, 133 将 作 何 改动 ?证 明 改 动 后 的 


结论 . 


8. 设 a、b、c 是 三 个 互 不 相等 的 正 整 数 .求证 :在 asb-ab3, bYc-bc;, csa-ca’ 三 个 数 中 ,人 至少 
有 一 个 能 被 10 整除 . 


9. 100 个 正 整数 之 和 为 101101, 则 它们 的 最 大 公约 数 的 最 大 可 能 值 是 多 少 ? 证 明 你 的 


2. (1)2°”。5’. (2) 27. 


3 . 由 2000a 为 一 整数 平方 可 推出 a=5. 
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4 . 反 证 法 . 若是 1 2 1 的 倍数 , 设 n ?十 2n 十 1 2 二 121k 二 (n++1) :=11 
(1 1K 一 1) “1 1 是 素数 晶 除 尽 (十 1)“， 


11 除 尽 n 十 1 车 11? 除 尽 (n 十 1) :或 11|11k 一 1， 不 可 能 


5， 由 Qc+245 是 d 的 1 1 1 倍 ， 芝 abc 可 能 是 1 98，309,，,420，531, 6 
4 2，7 5 3; 又 gbc 是 1 8 的 倍数 ，.. 4bc 只 能 是 198. 而 198 二 246 二 444， 
“d 二 4，dbcd 是 1984. 

7. (1) 111514122t=121X11*+12X144"=121X11"+1 
X11 12X11°+12X144"=.…=133X11"+12X(144"—1 


12) . 第 一 项 可 被 1 3 3 整除 . 又 144 一 111|1144? 一 11?， .133|11"™ 
| 


(2) 11 改 为 a. 12 改 为 as 十 1，133 改 为 a(a 十 1) 十 1. 改动 后 命题 为 a 
(a 二 1) 十 1 1a"” 十 (a 十 1)“”” ,可 仿 上 证 明 . 


8. …asb 一 ab 一 ab(a: 一 b2?)， 同 理 有 b (b: 一 c ?); ca (c :一 a 7?) . 若 


、b 、c 中 有 偶数 或 均 为 奇效， 以 上 三 数 总 能 松 2 整除 .又 … 在 a、b 、c 中 各 有 一 个 
el 则 题 中 结论 必 成 立 . 知 均 不 能 被 5 整除 ， 则 a，b“，c “个 位 数 只 能 是 1 ， 
4，6，9， 从 而 a 一 b ，b 一 c“，c ”一 a 的 个 位 数 是 从 1，4，6，9 中 , 任 
取 三 ee 故 题 中 三 式 表 示 的 数 全 少 有 一 个 被 5 整除 ， 义 2、 
5 互 质 . 


9. 设 10 0 个 下 整数 为 a 1，a2，"…，41i00， 最 大 公约 数 为 d， 并 令 
a =d a, (<i <100). 


WW =d (oi dnim) S101101=101x10 

1 ， 故 知 a 1'，a >， ， a i100 个 可 能 都 是 1， 从 而 a 1 十 a 十 ... 十 a'’100>1x99 
十 2 二 101，,，d<l1001,，; 者 取 ai=a = 一 as= 王 1001，aili= 王 2002， 则 
满足 a 1 十 a 2 十 ... 二 a1i0o 二 1001x101= 二 101101, 有 日 d 二 1001，,， 故 d 
的 最 大 可 能 值 为 1001 


例题 丛 案 : 


1. 证 明 : 由 性 质 9 知 ， 只 需 证 明 数 (7 外) 不 能 被 一 个 很 小 的 自然 数 有 7 整除. 因 
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f/f)=3n +3 A +H +10=37 i +n +3) -A (An -1x +1)+), 


L L 


313(z + 矿 +3)3 太 (六 -DO +D;3 1， 故 3 /(7, 有 ， 因 而 f(z, 朋 不 能 分 解 成 三 个 或 


三 个 以 上 的 连续 目 然 数 的 积 . 


再 证 f(7, 从 不 能 分 解 成 两 个 连续 正 整数 的 积 . 


由 上 知 ，_/(, 且 =3g+1(9 e AMW) ， 因 而 只 需 证 方程 ，37+1= XX+1) 无 下 整数 解 .而 这 一 


尽 可 分 别 共 体验 算式 = 37,34 十 1,34 十 2 时 ，X(X+] 均 不 是 39+1 形 的 数 来 说 明 . 


故 f(7, 人 有 对 任何 正 整 数 x、 厂 都 不 能 分 解 成 才干 个 连续 正 整 数 之 积 . 


2. 证 明 : ea RE a 
Wy 2 3 131 2 4 131 
] 1 ] ] ] 
=(1 十 一 十 一 十 十 一 一 ) 一 (1 十 一 十 … 十 一 一 ) 
2 3 1319 2 659 
本 
660 1319 001 1318 989 990 
] ] 
=1979x( 


一 一 一 一 和 J] 十 一 一 一 一 一 ) 
000x1319 661x1318 989 x 990 


两 端 同 乘 以 1319! 得 1319! x 全 =1979x m(me N*). 此 式 说 明 1979|1319! Xx pp. 由 于 1979 
I 
为 质数 ， 且 B79 ”1319! ， 故 1979| 书 


【评述 】 把 1979 换 成 形 如 34+ 2 的 质数 ，1319 换 成 26+TEe NMN*)， 命题 仍 成 立 . 


牛 囊 二 项 式 定理 和 (4 一 |4 一 9,(4+ 人 [4 一 0 (00 为 代数 ) 《2+ 人 12 一 2 (7 为 奇数 ) 
在 整除 问题 中 经 常用 到 . 


2m 
3. 证 明 : 当 刀 = 2 时 ， F211) = > 7= mM(2m+1), 


一 ] 


2m 
oa | 24-1 
产科 


/一 MT 


IE 


AL2710 厂 ) = 


NN 
| 
一 


0 + (2m+1-—7) 


z=] 


| 
MA 


NN 
ll 
上 -一 


= >》[z +(2m+1-7) “|], 


MA 


ll 
J 
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由 于 […] 能 被 + (27+1 一 四 = 2m+1 整除 ， 所 以 A(27, 有 让 能 被 2 +1 整除 ， 另 一 方面 ， 


114 一 | 
Fm = >》[ 六 ”+(27p 一 六]+N 二 (2750]) 


r=1 
上 式 中 […] 能 被 z+(27w 一 7) = 2 整除 ， 所 以 A(274, 有 也 能 外 QWw 整除 . 因 与 2m+1l 互 质 ， 
所 以 A(274 有 能 被 加 (2 A+1) ( 即 Vz41) ) 整除 . 


类 似 可 证 当 2 = 271mp+T1 时 ，F (2w+1， 厂 ) 能 被 F (2 m+1,1) 整除 . 故 A(n, 有 能 被 Ln,1) 


4. (a+D)’-a -Lb'=7aNd(a +0 )+3aba +0 )+520 (a+D) 
=7aM(a+ D(a +0 + aD)’. 
根据 题 设 要 求 (1)(2) 知 ，7° |(@ +2 +aD) |, 即 7 |a +b +ab 
令 太 + 广 +00=7, 即 (Z+O -CO=343, 即 x+O=19， 则 zxO=19 一 343. 故 可 令 
0 二 18,2= 1 即 合 要 求 . 


a 十 pl 


5， 由 已 知 得 Z+Z= cb = Cs(Z5 EN)， 两 式 相 乘 得 


CsSt=a?+pb =a?+(ct-A)” = ef pac™ f+…++ pa? ct 于 是 


cy=c2 1 -pac ++ Ja” , 故 C|pa” . 


(1) 现 用 反 证 法 来 证 明 (Co) =1 .在 (CZ)= 人 >1 令 9 是 在 的 一 个 质 因 了 于 ， 则 有 


ICc9IIZ 因 clZ+O， 则 9|Z+2， 从 而 9Z|42 于 是 9 是 Z、2 的 一 个 公约 数 ， 这 与 (4,2)=1 允 
盾 ， 故 (CO) =1. 

(2) 因为 c| pa”,(c,Q@) =1 所 以 c| 而 为 质数 且 p>3， 故 c=1 或 c= 
6. 证 明 : 设 (77)=1]， 则 有 ,ve 使 得 Wn= vA+1= M7 一 1)+(v+1)， 此 式 说 明 : 对 盒子 
连续 加 球 & 次 ， 可 使 万 -1 个 盒子 各 增加 了 7 个 ， 一 个 增加 (72+D 个 .这 样 可 将 多 增加 了 一 个 球 的 


盒子 选择 为 原来 球 数 最 少 的 那个 ， 于 是 经 过 ww 次 加 球 之 后 ， 原 来 球 数 最 多 的 盒子 中 的 球 与 球 数 最 
少 的 盒子 中 的 球 数 之 靳 减少 1， 因 此， 经 过 有 限 次 加 球 后 ， 各 盒 球 数 莽 为 0， 达 到 各 盒 中 的 球 数 相 
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4 
个 二。 


用 反 证 法 证 明 必要 性 .车 ( 芭 力 =H>1， 则 只 要 在 区 个 盒 中 放 和 +1 个 球 ， 则 不 管 加 球 多 少 


次 ， 例 如 ， 加 球 在 次 ， 则 这 时 个 盒 中 共有 球 +1+ Kn (个 ) ， 因 为 47,4|n,0 >1, 所 以 
MU 二 1+ fn 不 可 能 是 4 的 倍数 ， 更 不 是 7m 的 倍数 ， 各 盒 中 的 球 决 不 能 一 样 多 ， 因 此 ， 必 须 


(17)=1. 
7. 证 明 : (1) 当 z<8 时 ，WM=2 +2 +27.(2 +2 “+1)， 因 (…) 为 奇数 ， 所 以 要 使 N 
为 平方 数 ，7 必 为 偶数 .逐一 验证 = 2,4,6,8 知 ，N 都 不 是 平方 数 . 

(2) 当 z = 9 时 ，M=2 +2 +2 =2 x11 不 是 平方 数 

(3) 当 w>10 时 ，NW=2 (9+2”)， 要 NN 为 平方 数 ，9+2” 应 为 奇数 的 平方 ， 不 妨 假设 
9+2"% =(24+D2 则 2 = (人 -TDx(E+2). 由 于 人 -1 和 人 +2 是 一 奇 一 偶 ， 左 边 为 2 的 暴 ， 


因而 只 能 -1=1， 于 是 得 f=2， 由 2”" =2 知 =12 为 所 求 . 


$ 27 同 余 


1. 设 m 是 一 个 给 定 的 正 整 数 ， 如 果 两 个 整数 a 与 b 用 m 除 所 得 的 余数 相同 ， 则 称 a 与 b 对 
模 同 余 ， 记 作 4 = 2(mod 7) ， 否 则 ， 吏 说 a 与 b 对 模 m 不 同 余 ， 记 作 4 = 2(mod zz) ， 显 然 ， 
2Z=Omod 全 0=ApI+OLEEO 全 MI 一 J: 

每 一 个 整数 a 恰 与 1，2，……… ，m， 这 m 个 数 中 的 某 一 个 同 余 ; 
2. 同 余 的 性 质 : 
1). 反 身 性 : 4 = 4mod mm); 
2). 对 称 性 : ZE= modzz) 今 2= a(modm); 


3). 若 4=Pb(mod m), b= cmod m) 则 4 = cmod m): 


4 大 4 =D (modm), a,=D,(modm), 则 a@ + a, = b+,(mod m) 
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特别 是 Z= b(mod m) 念 Z 土 人 = Lb+ Af(mod m); 
5). 大 4 =b (modm), a,=2,(modm), Maa, = 02,(mod m); 

特别 是 4 = Pb(mod mm), fe ZS 则 afk= bh(mod m) 

a = ob(mod m,ne WN SO 则 a” =2”(mod m); 

6).a(2+c)= 42 + ac(mod m): 
7). 若 4ac = Pc(mod 5), 则 当 (c,z =] 上 时，z= Zmod mn) 

当 (c 克 = 硅 ，z= Amod 站) 特别 地 ， ac = bec(mod mo) SO 4a = bmod m) ; 
8). 石 4 = Pb(mod mz), 


4 = Hmod m,) 


a= Mmod m,), BM = ,711 ] Wa= bmod M7) 
例题 讲解 
1. 证 明 : 完全 平方 数 模 4 同 余 于 0 或 1; 


2. 证 明 对 于 任何 整数 不 > 0,2 个 十 36 十 $% 十 1 能 被 7 整除 ; 
3， 试 判断 19712 +19722 +1973 笃 能 被 3 整除 吗 ? 


4. 能 否 把 1]，2，…… ，1980 这 1980 个 数 分 成 四 组 ， 令 每 组 数 之 和 为 6，，53，5%， 


且 满 足 Ds 一 小 ， 一 ]0， 3 — 一 10， 0 =) =|0; 


5.， 在 已 知 数 列 1]，4，8，10，16，19，21，25，30，43 中 ， 相 邻 若 干 数 之 和 ， 能 被 11 整除 的 数 
组 共有 多 少 组 。 
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下 载 资 料 


, -1 1 x ; 
6. 设 f/()=Ax +OLE 十 QVyX 十 … 十 QjX 十 Q, 尽 整 系数 多 项 式 ， 


证 明 : 若 /A(0), AQ)…, A(1992) 都 不 能 个 1992 整 除 ， 则 Zz) 没有 整数 根 ; 


7. 试 求 出 一 切 可 使 wx. 2 +1 被 3 整除 的 目 然 数 4; 


8. 在 每 张 卡片 上 各 写 出 11111 到 99999 的 五 位 数 ， 然 后 把 这 些 卡 片 按 任意 顺序 排 成 一 列 ， 证 明 所 
得 到 的 444445 位 数 不 可 能 是 2 的 窜 ; 


.. 是 任意 一 个 具有 性 质 z < zx， ,(E>T 的 正 整数 的 无 穷 数列 ， 求 证 可 以 把 这 
个 数列 的 无 穷 多 个 4,, 用 适当 的 正 整数 厂 J 表 示 为 Cu = x 4,+y'4,,(Pz9) 


课 后 练习 

1、 证 明 : 完全 平方 数 模 3 同 余 于 0 或 1; 
证 明 : 完全 平方 数 模 5 同 余 于 0、1 或 4; 
证 明 : 完全 平方 数 模 8 同 余 于 0、1 或 4; 
证 明 : 完全 立方 数 模 9 同 余 于 -1、0 或 1; 
证 明 : 整数 的 四 次 圭 模 16 同 余 于 0 或 1; 


2、 设 ZeZ 日 (4,10)=1， 求 4a” ( 在 十 进 制 中 ) 的 来 两 位 数 但 ; 


3、 求 2 最 后 两 位 数 但 
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4. 有 一 个 120 位 的 数 ， 将 它 的 12 位 数码 以 一 切 可 能 的 方式 重新 排列， 然后 从 按 这 种 方法 所 
得 到 的 120 位 数 中 随意 挑 出 120 个 数 来 ， 证 明和 它们 的 和 可 以 被 120 整 除 ; 


$. 连 接 写 出 19 到 80 的 两 位 数 ， 问 : 所 得 到 的 数 :192021:…7980 能 被 1980 整 除 吗 ? 


2. 解 :…(Z10) =1… 4 为 奇数 

Ci =A =1(mod 25) 

Xa =1l(mod4)S 4a” =1(modd4) 
又 … (25,4) =1 

“.4” =1(mod100) 

“0 的 来 两 位 位 01 


3. 解 考虑 用 100 除 2%%39 所 得 的 余数 . 


‘2 =4096 = -4 人 nod100 2 = 25) .2 a 2 mod100). 
又 4 =2° =4096= -4(mod100) .4 = 和) 4 =-4 .4 =-4 =-(4Y 


= (4) = 64tmod 100), . 2 =(-4) 2 =(-64) .2 = -2 = -512 
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= 88(mod 100%, 


…299 的 最 后 两 位 数字 为 88. 


3. 证 : 设 这 120 个 120 位 数 的 前 12 个 数码 分 别 组 成 的 数 为 : 局 ,了 双 ，…0 
而 每 一 数 的 剩 下 的 108 个 数码 组 成 了 数 Z， 则 这 120 个 数 的 和 为 : 
S—(A+A++ A,):10™ +1207 

沽 外 到 40|110”， 有 日 4,4,… 44 每 个 密 3 除 时 余数 相同 
.314+A4++ A (3,40)=1S120|(4+4++A,0) :10 
.120158 


5 解 : 设 4 二 192021…7980， 显 然 20| 4 

叉 …100 =(99+]D)” =99NM+1—>100“=1(mod 99) 

“A=19.100°” +20.100”"+…+79.100+80=(19+20+21+…+79+80)(mod 99) 
.. A=31.99(mod 99)= 0(mod 99) 

.99|74 

义 …(20.99)=1] 

.1980|4 
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例题 答案 : 


1. 证 明 : 设 z 是 任 一 整数 ， 则 z= 2f 域 者 x= 2f+1,fe7 


当 y=2f 壬 ，* = 4f* =0(mod 4); 当 2=24+] 时 ， 和 =(C24+D 三 Imnod 人 4): 
所 以 原 命题 成 立 ; 


2 证 : 令 M=25 和 +35 人 + +1 

"N22 3 S| 
~2.64“+3.729“+15625“+1 
=2.(7.9+1) +3.(7.:104+1)” +(7.:2232+]D)“+1 
=2.7.:.A+2+3:7:.8+3+7:C+1l+l 
=(2+3+1+1)(mod 7)= 0(mod 7) 


对 于 VE> 0, 且 EeeZ 2 和 +32% 十 5”% +1 都 能 被 7 整除 ; 
注 : 4=1(mo0d2) 二 4 =1(modD),fe7' 


3. 解 :…… 1971= 0(mod 3),1972 = 1(mod 3),1973 = 2(mod 3) 
.19712 +1972” +1973” = (0” +1 +2”)(mod 3) 
BB:1971” +1972” +1973” = (1+ 2”)(mod 3) 

又 …2”=4” =]l(mod3)…(I+2”)=2(mod 3) 
.1971”+1972”+1973”3 不 能 被 3 整除 ; 
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4. 解 : 依 题 意 可 知 : 7=5 +5 + + 二 5 + +10+5 +20+5 +30 
“.7=45 +60=0(mod 4) 


二 1+2+3+…+1980= 一 一 990.1981= 2(nod 4 


.产生 矛盾 ,… 不 能 这 样 分 组 ; 

5. 解 : 记 数 列 各 对 应 项 为 4,7=1,2,…10， 并 记 5, =@ + 十 ,十 0 
依次 为 ]. 513、 23.39.58.79.104134、177 

它们 家 1] 除 的 余数 依次 为 未 S$. 2 163、.2、 2 

由 此 可 得 : 5. = 5,(mod11)= 5 (mod1]),5,=5 (mod1l),S,=5,(modl1l)= 5, (mod1)) 
由 于 5 一 仿 是 数列 {4,} 相 邻 项 之 和 ， 且 当 5$ = 人 5,(mod11) 时 ， 

11| 5 一 5S,， 则 满足 条 件 的 数组 有 :3+1+3=7 组 

6. 证 : 假设 A( 力 有 整数 根 m， 目 = x(mod 1992),0 < x <1992 

由 题 意 几 7 门 不 能 被 1992 整 除 ， 

ADJ = 0 则 所 站 -LAo) = 77) 

Rf Ag) = ta ”+t (一 7 帮 
“Mm= (mod 1992) 

“Mm =r'(mod1992),7=12.3\.….、 A 

“.M -7r’=0(mod1992),7=12.3\.…、 A 

1992| 7(7) -fm) = .7/07) 

.产生 矛盾 , …. /( 办 没有 整数 根 
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7. 解 : 大 3|n .2+1，WWn.2" = 2(mod3) 
考虑 到 w 及 2”"， 则 

当 刀 = 6Kk+1 时 ,(f= 0 上 2、…) 

1:2”"= (6K+1):2°7! = (12£+2):(3+1)” = 2(mod3) 

当 z = 64+2 时 ,( 丰 = 0、1\2、…) 

1:2”"= (6K +2):2°%? =(246+8.(3+D =2(nod 3) 
当 2 = 64+3 时 (人 = 0 下 2、…) 

11:2”= (6 人 +3).2543 = 0(mod 3) 

当 z = 6 人 二 4 时 (在 = 0 下 2、…) 

1:2"= (6K£+4):2"" = (96£+64):(3+1)” =1(mod3) 
当 2 = 6K+5 时 ,(f= 0、1、2、…) 

11:2"= (6Kf+5):2°5 =(6.32£+160). (3+1)” = 1(mod 3) 
当 z = 6 人 + 6 时 ,( 丰 = 01.2、…) 

1:2”"= (6 人 +6).2545 =0(mod 3) 

由 上 可 知 当 且 仅 当 z= 64+164+2 时 ，2. 27 能 被 3 整除 ; 


4 一 00 Qsgggo CQ ETL1112:...:: “99999} 

“. A=a :10% +a, :10 +a 10% + + Qsgss 10 + sgso 
注意 到 10” =1(mod11111) 10 =1l(mod11111),feZ 

“. A=4 + +:+ doggss + Gagsgso(Mmod 11111) 


Xa + Fe dooost sves =11111+11112+.…+99999 =—— ———. 88889 


B]: +A, +:*+ dsgss + Gagsggo =11111.5.88889 
.A= 0(mod11111) 
“. 4 不 可 能 是 2 的 早 ; 


9. 证 :将 {4,} 按 ,为 模 的 不 同 剩余 类 分 成 若干 个 子 数列 

… {4,) 为 无 限 集 ， 而 子 数列 却 是 有 限 多 个 

至少 有 一 个 子 数列 有 无 穷 多 项 

现 考虑 这 个 无 穷 数列 

又 … {4,) 为 严格 递增 的 

该 子 数列 中 必 有 一 个 最 小 的 4,,4, > 4,， 同 时 还 有 无 限 多 个 4, 属 于 该 子 数列 ， 且 4, > 4a， 


“4d,=a,(moda,)Sa,=4,+ra,,reEL 


令 y 二 | 4, = 0, D4, = A,+ Xd, 


.是 满足 题 意 的 要 求 ， 有 4, 是 无 限 多 个 
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$ 28 高 斯 函数 
数论 函数 =[ 外 ， 称 为 局 斯 函数 ， 叉 称 取 整 函数 . 它 是 数 竺 苋 冤 热点 之 一 . 
定义 一 : 对 任意 实 数 元 [ 姑 有 古人 不 超过 Xt 的 最 大 整数 ， 称 [ 姑 为 x+ 的 整数 部 分 .与 它 相 伴随 的 古 小 
数 部 分 函数 ={ 队 ,{ 宙 = 二 一 [和 |. 
由 [可 、{ 寻 的 定义 不 难得 到 如 下 性 质 : 


(1) 也 = [如 的 定义 域 为 R， 值 域 为 Z， 了 = { 好 的 定义 域 为 R， 值 域 为 [0.) 
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下 载 资 料 


(2) 对 任意 实数 +， 都 有 x=[ 因 + {Xt,HO0< {rd<1. 
(3) 对 任意 实数 +， 都 有 [过 x<[X+1,x-1<[X+| <X. 
(4) 水 =[ 如 是 不 减 图 数 ， 即 知 娘 和 和 则 [和 1 和 [三 ]， 其 网 像 如 网 工 一 4 一 5 一 1 


天 ={ 相 是 以 1 为 周期 的 周期 函数 ， 如 图 I 一 4 一 5 一 2. 


图 1 一 4 一 5 一 1 图 [一 4 一 5 一 2 


C5) [x+w|= 7 十 [Xj];{X 二 + 不 ={ 台 .其 中 XxeR,neN. 


(6) [和 二 DE [xt,], Xt, e R; 特别 地 ， 


=] 


(7) [下 宇 [如 由， 其 中 厂 六 E 一 般 有 [上 z] > y [zx], eR, ; 特别 地 ， 


7=] 全 


[x]” < [如 ,e+HzpeEA 


(8) Ea 其 中 Xe Rt+,newWN. 
A 7 
例题 讲解 


1. 求证 :2 WO = 2 外 ,其 中 为 某 一 自然 数 . 
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pp 
DA 


|. 


站 对 任意 的 ze 0 ,计算 和 = y 
K=0 


3 计算 和 式 5= [一 有 的 值 


4. 设 1 为 一 正 整数 ， 问 方程 世 -[ 林 -= {+ ， 在 [1，M] 中 有 多 少 个 解 ? 


5. 求 方程 47? -40[ 杂 +S1= 0 的 实数 解 . 


[| 


6. XER+,NE WW", 证 明 : [mr]> 下 


PR 2 RY EN 
2 3 
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7. 对 目 然 数 及 一 切 目 然 数 x+， 求 证 : 
EW I OR a 
AI AI AI 


OA 


8. 求 出 [ 3 且 个 位 数字 


10™ + 


例题 答案 : 


1. 证 明 : 2 为 质数 ，n! 中 含 2 的 方 次 数 为 


2() = > 


00 [人 一] 
若 Z=2 和 人, 则 2( 凡 =>》[2 ]= 2》 [2]=1+2+2 ++2 7 =2 -1=n-l 


和 大] 和 大] 
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故 2 和 所 | 见 
反之 ， 若 ”不 等 于 2 的 某 个 非 负 整数 次 幕 ， 可 设 n=2p， 其 中 p>1 为 奇数 ， 这 时 总 可 以 找 出 


整数 4 使 2 <277P<22 ,于 是 四 中 所 含 2 的 方 次 数 郑 (DJ =[2 p]+[2” 7 二 十 


[2” 2+0O+.…< [2 一 Et 2 )p|=[2™ QQ -DZO=ID2 p22 =2+[-2 pl. 


由 于 1< 2 p<2, 则 [-2]= -2, 故 加 中 含 2 的 方 次 数 2(z) < 2 一 2, 则 2 和 T Nl. 这 与 已 知 矛 
盾 ， 故 必要 性 得 证 . 


2， 解 ， 因 [< 十 二 [4 上 对 一 切 和 0.1,… 成 立 ， 因 此 ， 
pe 的 7 
A ] A A 
yay | le a | 


又 因为 双 为 回 定 数 ， 当 《适当 大 


时 ,一 < 1 从 而 [7 =- 0, 故 9= > (过 =) Se 


3. 解 : 显然 有 : 若 { 好 上 +{ 才 = 二 则 [rz+ 本 =[ 如 +[ 可 + 二 PE 


503 是 一 个 质数 ， 因 此 ， 对 n=1,.2,……S$02，3052 都 不 会 是 整数 ， 但 3037 4 305(503 一 八 _305 
503 503 503 
可 见 此 式 左 端的 两 数 的 小 数 部 分 之 和 等 于 1， 于 是 ,| _304 故 


5 1 305 -> 305n | ,1305(503 一 放 
全 [303 503 503 
4. 解 ， 显然 二 M 是 _ 个 解 下 面 考察 在 [1，M] 中 有 人 少 个 解 . 


$= ]),=304x251= 76304. 


设 + 是 方程 的 解 .将 x =[ +2{ 寻 (对 +{ 好 -代入 原 方程 ， 化 简 得 2 如 { 好 = 


[2[ 如 { 寻 上 +{ 寻 ?2 由 于 0 < {3 < 所 以 上 式 成 立 的 充 要 条 件 是 2[4]{ 为 一 个 整数 


设 [z=me VNW, 则 必 有 {外 = -全 (4= 0,1,…,27 一 1), 即 在 [z++1) 中 方程 有 2 个 解 . 
Mm 


又 由 于 1< mw< NY 一 4, 可知 在 [1, 7) 中 方程 有 和 2+2+…+ (NY 一 1)) = MY (M7 -1) 个 解 . 
央 此 , 原 方程 在 [1, M1 中 有 NY(MWY 一 1)+ 1 个 解 . 


5. 解 ， 因 [Xx]< <[ 如 +1, 叉 [xX] < 0 不 是 解 . 
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4([x]+1)” — 40[x]+51>0, 
4[+] 一 4 可 +S1< 0. 
人 -S)C[ 如 -1D> 0. 
( [ 


[4] 3)21H] -7<0. 
<>， > 二 
>>, 或 [x > 
Ei < 二 


解 得 [如 ] = 2 或 [中 =6 或 7 或 8, 分 列 代 入 万 程 得 : 


4+ 29=0,x= 
有 
2 
4 好 -229=0.7+=>、 2 
2 
4r 269=0,x=- 2 


经 榨 验 知 ， 这 四 个 值 部 是 原 方程 的 解 . 
6. 这 道 题 的 原 解 答 要 极为 复杂 ， 现 用 数学 归纳 法 证 明 如 下 . 


【证 明 】 令 4 = 


由 于 了 4 = [ 寻 , 则 z= 1] 时, 命题 成 立 . 


设 Z<4A4-] 时 命题 成 也 , 即 有 4 < [如 ,了 和 [ 2 如 ,4 < [CE-D 如 因为， 
4 -4 = 4, -A4 =[ 友 对 一 切 碱 立 , 所 以 人 4 -4 =[ 人 (人 -T 


A -(E-D4 =[(f-1)x,…,24 -24 =[2x], 4 = [Xx]. 相 加 得 : 
kA,—(A+A4++ A )=[r|+[2x]+:…+[(£—1)x]+[Ad 

故 £4 = [Xx] + 2x + + EDA+[At+A +A ;++4H4+A 
<|x|+[2Xx|+…++[(Kf—1)x|+[Ax|+[(f—1)zd+[(f 一 2) 外 十 … 十 [2x 十 [Xt| 

=([d+[(K— Dx]+(2x]+[(h— 2 ++ (Ko DH+[d)) + lh <[Ar+ [LAr+ A+ [A 
= 针 A 

ME<[ 友 , 即 2= 4 笛 , 命 题 成 并 , 故 原 不 等 式 对 一 切 xe VW* 均 成 并 ,证 上 毕 . 


7， 解 ， M=|fCO)lwwx 王 max {KDI，| 人 一 了 | 区 一 了 外 
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站 


() 若 | 一 1 (对称 轴 不 在 定义 域内 部 ) 
则 M=max{|fDI,，|f(— 1 
而 f])==1 十 a 十 b 
f(—1) 二 1 一 a 十 b 

RD 二 |f( 一 D>IfD+f(— DI=2|al>4 
则 KDI 和 |f( 一 1) 中 全 少 有 一 个 不 小 于 2 
. M>2> 1 

2 
(| 一 二 | 到 1 

2 
M=max {f(D)|, |f(— DI, If(— =) 
2 

二 max{|1 十 a 十 bl，|1 一 a 十 bl， 一 二 + 


a” a” 


1 a” a” 
一 (|1 十 a 十 bl 十 |1 一 a 十 bl 十 | 一 一 十 bl 十 | 一 一 十 b|) 
4 4 4 
1 a” a” 
> 了 [Q 十 a+D) 十 4 一 a+b) 一 (一 二 十 一 (一 二 十 bj 
1 3 
= 2 0 
4( 和 2) 
1 
> 二 
“2 


综 上 所 述 ， 原 命题 正确 . 


5 00 
8. ee 0 分 数 部 分 . 


1 (10™)”™ 汪 
10'"+3 10'" +3 10 上 +3 
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(10…) 三 — FPO (3°)™ 
100\2 _ 22 20000 _ 2200 
知 (102" 六 一 3 110 3 
X10 +3| (10™)° a 
人 二 
10”+3 
是 整数 . 

3200 Ou 
a 
10“+3 10'™”+3 
知 1 LO a a TO $20 TO 81 

10'" +3 10'%+3 10'" +3 10'" +3 
其 中 分 母 的 个 位 数字 为 3， 分 子 的 个 位 数字 为 9， 故 商 的 个 位 数字 为 3. 


采 为 大 
AAS 


? 


$ 26 复 兰 
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下 载 资料 


一 个 半径 为 1 的 单位 圆 显 然 是 可 以 盖 住 一 个 半径 为 < 的 圆 的 ， 反 过 来 则 不 然 ， 一 个 半径 


l l 
为 二 的 圆 无 法 盖 住 单位 圆 ， 那么 两 个 半径 为 “的 圆 能 和 否 盖 住 呢 ? 不 妨 动手 实验 一 下 ， 不 
行 . 为 什么 不 行 ? 需 几 个 这 样 的 小 圆 方 能 盖 住 大 圆 ? ……… ， 这 里 我 们 讨论 的 就 是 窗 六 问 


识 ， 它 是 我 们 经 第 过 到 的 一 类 有 趣 而 义 困 难 的 问题 . 


定义 ” 设 G 和 下 是 两 个 平面 图 形 . 如 果 图 形 下 或 由 图 形 下 经 过 有 限 次 的 平稳、 旋转 、 对 
称 等 变换 扣 得 到 的 大 小 形状 不 变 的 图 形 F '′ 上 的 每 一 点 都 在 图 形 G 上 . 我 们 就 说 图 形 G 
履 盖 图 形 E; 反之 ， 如 果 图 形 了 或 F ”上 至 少 存在 一 点 不 在 G 上 ， 我 们 就 说 图 形 G 不 能 
复 兰 图 形 下 . 


关于 岁 形 畴 兰 ， 下 述 性 质 是 十 分 明显 的 : 
《二 > 图 形 G 和 窗 庄 目 身 ; 
(22) 图 形 G 和 窗 订 图 形 E， 图 形 EE 和 订 图 形 F， 则 图 形 G 和 窗 雷 图形 FF. 


1 . 最 傈 单 情形 一 一 用 一 个 圆 履 芳 一 个 图 形 . 


首先 根据 敌 关 和 圆 的 定义 及 性 质 即 可 得 到 : 


定理 1 如 末 能 在 图 形 F 所 在 平面 上 找到 一 点 0O， 使 得 图 形 下 中 的 每 一 点 与 0 的 距离 都 
不 大 于 定 长 r+ ， 则 FF 可 被 一 半径 为 + 的 圆 所 窗 者 . 


定理 2 ”对 于 二 定点 A、B 及 定 角 a 若 图 形 下 中 的 每 点 都 在 A B 同 侧 ， 且 对 A、B 视 角 
不 小 于 a ， 则 图 形 下 被 以 A B 为 统 ， 对 AB 视 角 等 于 a 的 马 形 G 所 覆盖 . 


在 用 圆 去 窗 兽 图 形 的 有 关 问 题 的 研究 中 ， 上 述 二 定理 应 用 十 分 广泛 . 


2 . 一 个 图 形 F 能 全 被 窗 曾 ， 与 图 形 中 任意 两 点 间 的 距离 最 大 值 d 密切 相关 . 


以 下 我 们 称 图 形 下 中 任意 两 点 间 的 距离 最 大 值 d 为 图 形 下 的 直径. 
我 们 继续 研究 多 个 圆 复 址 一 个 图 形 问 题 . 


定义 ”对 于 图 形 G 1，G :,，…，G+， 奋 图 形 下 中 的 每 一 点 部 被 这 组 图 形 中 的 菏 个 所 窗 雷 ， 
则 称 这 几 个 图 形 窗 寺 图 形 F. 


图 形 G1，G2:，…，G 4: 为 n 个 加 是 一 特殊 情形 . 


3 . 直线 形 图 形 窗 六 别 的 图 形 的 问题 
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前 须 较 高 的 重 巧 ， 一 般 的 处 理 方法 是 通过 构 迄 过 


解决 是 线形 图 形 窗 寺 列 的 图 形 的 问题 ， 
小 图 形 ， 逐 步调 整 ， 最 终 获 得 问题 的 解 次 . 


4. 图 形 的 侍 入 是 禾 瘟 问题 的 一 种 重要 变化 形 却 
所 谓 图 形 耻 能 通 入 图 形 G , 其 本 质 融 是 图 形 G 能 复 关 图形 下 
例题 讲解 


I 
1. 求证 : (1) 周 长 为 2 1 的 平行 四 边 形 能 够 被 半径 为 2 的 圆 面 所 覆盖 . 


(2 ) 果 面 上 放 有 一 丝线 做 成 的 线 闭 ， 它 的 周 长 是 2 1 ， 不 过 线 立 形 状 如 何 ， 者 可 以 衫 


i 
个 半径 为 = 的 圆 纸 片 所 覆盖 . 


“3 


— 


2. AABC 的 最 大 边 长 是 a ， 则 这 个 三 角形 可 被 一 半径 为 3 的 圆 所 覆盖. 


3. AABC 的 最 大 边 BC 等 于 a ， 试 求 出 履 盖 人 ABC 的 最 小 圆 . 


定 履 盖 整 个 平 


4. 以 A B CD 的 边 为 下 答 癌 平行 四 边 形 内 作 四 个 半圆 ， 证 明 这 四 个 半圆 
行 四 边 形 . 
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5. 求证 : 一 个 且 笃 为 1 的 圆 不 能 密 两 个 下 径 小 于 1 的 圆 所 履 许 . 


6. 给 定 一 个 半径 为 1 的 圆 ， 若 用 半径 为 2 的 圆 去 覆盖 它 ， 问 至 少 要 儿 个 才能 盖 住 . 


7. 证 明和 直径 为 1 的 图 形 F 可 和 被 单位 正方 形 敌 关 


8 直径 为 1 的 图 形 上 可 被 一 个 边 长 为 3 的 正三 角形 履 盖 ， 试 证 明之 ， 


~ 
9， 试 证 面积 为 S、 周 长 为 P 的 四 边 形 一 定 可 由 入 一 个 半径 为 卫 的 圆 


10. 在 一 个 半径 等 于 18 的 圆 中 已 藤 入 16 个 半径 为 3 的 圆 .证 明 在 余下 的 部 分 中 还 能 召 入 9 
个 半径 为 1 的 圆 . 
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1. 分 机 1) 关键 在 于 圆心 位 置 ， 考 碟 到 平行 四 按 形 是 中 心 对 称 图 形 ， 可 让 罗 址 圆 
圆心 与 平行 四 边 形 对 角 线 交点 登 合 . 


(2) " 曲 " 化 " 直 ". 对 比 41) ， 应 取 均 分 线圈 的 二 点 连 线段 中 氮 作 为 敢 址 圆 圆 心 ， 


证 明 (1) 如 图 45 一 1， 设 A B CD 的 周 长 为 21，BD 三 AC,，AC、BD 交 于 
O，P 忆 为 周 界 上 任意 一 点 ， 不 妨 设 在 A B 上 ， 则 


人 1AL2L3, 有 有 OPO0A. 


了 
又 AC<AB++BC=1， 故 OA< 2. 


I 
因此 周 长 为 2 1 的 平行 四 边 形 A B CD 可 被 以 0 为 圆心 ， 半 径 为 < 的 圆 所 履 盖 ， 命 题 得 
证 . 


图 45-1 图 45-2 


(2) 如 图 45-2, 在 线 疾 上 分 别 取 后 RQ， 使 R、Q 将 线圈 分 成 等 长 两 段 ， 每 段 各 长 1. 叉 
设 RQ 中 反 为 G6，M 为 线圈 耻 任 苇 一 点 ， 连 MR、MQ， 则 


iki < > (MR + Me a > CnR + Ninel = > 


i 
因此 ， 以 G 为 圆心 ，z< 长 为 半径 的 加 纸 厂 可 以 宪 新 住 整 个 线 阐 . 


2 .分析  a 为 最 大 边 ， 所 对 角 A 满 足 6 0” 乏 A<<1 8 0 ”. 


证 明 不 妨 设 BC 二 a， 以 BC 为 强 , 在 A 点 所 在 一 侧 作 售 60” 角 的 与 形 弧 (图 4 5 一 3). 因 
6 0” 三 A 三 180”， 故 根据 定理 2 ， 信 ABC 可 被 该 与 形 所 和 窗 疙 . 
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a 


Ce 站 、 站 
由 正弦 定理 ， 马 形 相应 半径 r= 二 <5 的 3 ”， 所 以 入 ABC 可 被 半径 为 了 3 ”的 圆 所 禾 


Hi. 


显然 覆盖 AABC 的 圆 有 无 穷 多 个 ， 那 么 半径 为 3” 的 圆 是 否 是 最 小 的 纤 盖 圆 呢 ? 事 实 


图 45-3 
3. 解 分 三 种 情形 进行 讨论 : 
时 多 芝 A 为 钝 角 ， 以 BC 为 直径 作 贺 即 可 窗 六 人 和信 ABC. 
(2) ， 二 A 是 直角 ， 同 样 以 B C 为 直径 作 圆 即 可 有 覆盖 人 ABC; 
(3 ) 和 A 是 饮 角 . 假 奋 所 0 缆 关 人 ABC， 我 们 可 在 所 0 内 平移 人 ABC， 使 一 个 项 点 B 落 到 
圆周 上 ， 再 经 过 适当 旋转 ， 使 另 一 个 顶点 沙 在 圆周 上 ， 此 时 第 三 个 项 点 A 在 〇 0 内 或 其 圆 


周 上 ， 设 BC 所 对 圆周 角 为 ad ， 那 么 人 BAC 宇 a ， 设 0 直径 d ，AABC 外 接 圆 直径 d ，， 
那么 


总 全 后记 


名 一 二 
sh shad 


所 以 对 于 锐角 三 角形 ABC， 最 小 履 盖 圆 是 它 的 外 接 圆 . 


今后 我 们 称 履 盖 图 形 F 的 圆 中 最 小 的 一 个 为 下 的 最 小 覆盖 圆 ， 最 小 覆盖 圆 的 半径 叫做 图 
形 的 覆盖 半径 ， 


综合 例 2、 例 3 ， 即 知人 ABC 中 ， 奉 a 为 最 大 边 ， 则 人 ABC 的 履 新 半径 了 满足 
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F 载 资料 
4. 分 析 1 ABCD 的 每 一 点 全 少 锌 未 个 半圆 押 兰 住 . 


证 明 1 用 反 证 法 . 如 图 4 5 一 4 设 存 在 一 点 P 在 以 AB、BC、CD、D A 为 直径 的 辆 
外 ， 根 据 定理 二 ， 了 了 APB，,， 了 了 BPC,， 人 CPD 人 DPA 均 小 于 9 0”， 从 而 


LAPB+-ABPC+TACPDTADPA<360°. 


| 针 45- 生 车 45-5 


与 四 角 和 应 为 周 角 相 了 矛盾. 故 P 应 家 其 中 一 半圆 兰 住 ， 即 所作 四 个 半圆 覆 关 ABCD 


分 析 2 划 片 包干 ， 如 图 4 5 一 5， 将 A B C D 分 为 若干 部 分 ， 使 每 一 部 分 分 别 都 被 上 述 
四 个 半圆 所 覆盖 ， 


证 明 2 在 ABCD 中 ， 如 网 45 一 5， 设 AC 三 BD. 分 别 过 BE、D 引 重 线 BE、 
DEF 和 皇 直 AC,， 交 AC 于 E、EF,， 将 ABCD 分 成 四 个 直角 三 角形 ，AABE、AB 
CE、 八 CDF、 作 DAF. 每 一 个 直角 三 角形 恰好 被 一 半圆 所 履 新 ， 从 而 整个 四 边 
形 被 四 个 半圆 所 窗 新 . 


5 . 证 明 如 图 4 5 一 6， 先 考虑 其 中 一 个 小 圆 即 © 0 :去 畴 埋 大 圆 0， 连 O !、O 过 0 
作 AB1l1O10，AB 为 OO 的 直径 (大 0 !、0 午 合 ， 那 么 A B 为 任意 直径 ) 此 时 


OA=08204. 


故 A、B 两 点 者 不 能 家 加 0 , 兰 住 . 全 于 万 一 小 圆 @ 0 :无 疑 不 能 同时 址 住 A、B 两 氮 ， 
改口 0 、@ 〇 O :不 能 履 盖 @ 0 . 


事实 上 ， 我 们 还 可 以 从 另 一 角度 给 予 证 明 . 那 惑 是 一 个 小 圆 无 法 履 盖 半 个 大 圆 ， 因 此 两 
个 小 圆 也 瓯 不 可 能 罗兰 住 整 个 大 圆 了 . 


现在 ， 我 们 看 手 研究 本 文 一 开始 束 提 出 的 问题 . 
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i 
B 


[N45 6 


6. 问题 需要 我 们 在 二 个 方面 给 予 回 答 ; 一 是 捷 硝 定数 目的 小 圆 足以 绑 兰 大 圆 ， 二 是 少 于 
确定 的 数目 ， 则 全 部 小 圆 不 能 敌 训 大 国 . 


对 于 不 能 覆盖 的 推断 ， 以 下 两 个 原则 是 常用 的 ; 


原则 1 大 图 形 下 的 面积 大 于 图 形 G 的 面积 ， 则 图 形 G 不 能 黎 兰 图 形 下 . 


原则 2 ”直径 为 d 的 图 形 下 不 能 被 直径 小 于 d 的 图 形 G 所 复 凋 . 


两 原则 十 分 显然 ， 不 再 证 明 . 


l 
四 个 半径 为 = 的 小 圆 面积 和 为 nx ， 恰 等 于 大 圆 面 积 ， 而 四 小 圆 间 寿 不 重 迭 ， 则 宁 盖 其 它 


图 形 时 ， 还 须 排 除 中 间 所 夹 的 不 属于 四 圆 的 部 分 ， 换 句 话 说 ， 四 小 圆 所 履 盖 大 圆 部 分 而 
积 必 小 于 大 圆 目 身 面积 ， 根 据 法 则 1 ， 不 可 能 履 埋 大圆， 少 于 四 个 小 圆 更 不 可 能 . 


行 有 五 个 小 网， 我 们 改变 角度 考虑 ， 可 将 大 圆周 分 为 六 等 分 因 小 圆 下 径 为 1 ， 五 个 小 
圆 无 法 瘟 住 大 圆周 ， 而 六 个 圆周 恰好 兰 住 . 


还 需 考 夸 大 圆 圆心 没有 被 六 住 ， 再 谎 加 一 个 小 圆 ， 符 合 要 求 ! 
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下 载 资 料 


l 
这 说 明 : 至 少 七 个 以 2 为 半径 的 小 圆 方 能 履 覆 盖 半 径 为 1 的 一 个 大 圆 . 事实 上 这 样 的 六 个 
小 圆 知 盖 住 大 圆周 ， 则 大 圆心 不 能 被 覆盖 . 若 其 中 一 小 圆 盖 住 大 圆 圆心 ， 那 么 该 圆 又 至 
多 兰 住 大 圆周 上 一 点 也 束 是 六 个 小 圆 无 法 缆 兰 大 圆 ， 而 我 们 作 大 圆 的 内 接 正 六 边 形 ， 分 
别 将 小 圆 圆心 与 各 边 中 点 重合 ， 再 将 第 七 个 小 圆 圆心 与 大 圆 圆心 重合 即 可 兰 住 大 圆 ， 如 
图 45 一 7， 以 下 给 出 证 明 : 


对 于 正人 OAB, 设 OA、0B 中 点 A1、Bi, 那么 ZAA1B 二 LAB1B=90°,， 
故 四 边 形 A A :B:B 补 以 AB 为 二 径 的 圆 复 震 . 万 外 , 信 OA 1B 1 被 小 加 O 所 徐 击 .类 
似 地 可 推 得 七 个 小 圆 禾 再 整个 大 圆 ， 


] 3V2 . 四 
= sn 36 sm $4 sm 72 


] 3 
(> x 了 2 cos72° coSS4 "cos36 ”cos18” 


] 3 
到 和 x 2 cos18 COS36" cos72° cos54° 


] 3 . 
Gy x 2 cos18 cos36° sin18" cosS4 


1 3 | 
= DD X32sin 72° cos 54 


| 3 
= (一 3x 二 \2 cos18" sin 36° 
4 2 
义 (cos18" sin 36°)? -0+eos36)0 -cas72 


一 70 +COS36° —c0s72° —cos36° cos72°) 


1 
= a +CoS30 coS72 ) 


EB] cosl8" sin 36° = 


5 
I 


所 以 sinl° sin 2°...sin 89° = GD x6A10. 


7 分析” 先 后 用 互相 垂直 的 两 对 平行 线 将 网 形 夹 在 中 间 ， 再 癌 内 收缩 . 


证 明 取 位 于 水 平方 向 和 铅 直 方向 的 两 对 平行 直线 将 图 形 下 来 在 中 间 ， 再 将 位 于 下 方 的 
直线 1 ,向 上 平移 ， 直 至 遇 到 图 形 F 上 点 为 止 ， 中 图 4 5 一 8 中 1 ,处 . 接着 又 将 1 ,向 
F 平 移 至 与 1 。， 相 距 为 1 的 1 ,， 处 止 . 因 图 形 了 直径 为 1 . 故 图 形 FF 仍 被 二 直线 1 ，' ， 
1 *' 所 夹 .同样 采用 先 左 后 右 的 顺序 ， 将 沿 直线 m ，、m: 平 移 至 m,，、m， ”处 ，m 
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，”、m。 相距 为 1， 而 图 形 了 依然 夹 在 直线 m，” ，m，*， 中间， 从 而 直线 1 、1， 、 
m1 、m: 所 围 成 单位 正方 形 即 可 禾 盖 图 形 F. 


运用 上 述 方法 ， 我 们 可 进一步 解决 以 下 问题 : 


8. 证 明 ” 作 三 对 相距 为 1 的 平行 下 线 m1、m:、n1:、n:，11、1 :， 相 交 和 直线 所 成 角 
为 60”， 围 成 可 和 宪 盖 图 形 下 的 六 边 形 及 正信 A1B1C1,， 正信 AsBs,C,( 具 体 作 法 可 
参照 例 7 ) . 如 图 4 5 一 9. 设 P 为 下 中 任意 一 点 ， 它 到 六 边 形 各 边 距 离 依 次 为 X、a、 
y、b、z、c. 义 设 正 信 A1Bi1Ci1 的 高 为 h 1!:， 正 和信 A ,B,C ;的 融 为 h ;,. 因 正 三 角 
形 内 一 点 到 三 边 距离 和 等 于 正三 角形 的 高 ， 得 


a 十 bb 二 c= 二 hj， 
x 十 y 十 z= 二 hh 2 
相 加 ,得 


(站) hh 


站 Yt 时 |]y 了 个 和 定 1s 


ep h 1 十 h 2 一 

2 » 2 2 
根据 抽 层 原则 , hn ,、h ;中 有 一 不 大 于 2, 不 妨 设 。 2 , 即 正 人 A1B1C1; 的 高 不 大 于 2 , 那 
么 它 的 边 长 


《中 学 数学 信息 网 》 系列 资料 WWW. ZXSX. COM 版 权 所 有 @ 中 学 数学 信息 网 


WWW EX 全 GD 而 欢迎 光临 


因此 图 形 上 可 被 边 长 不 大 于 -3 的 正三 角形 即 正人 AA;B，C ,所 覆盖 . 


各 
9. 分 析 四 边 形 内 存在 到 各 边 距离 不 小 于 的 点 . 


证 明 ”如 图 45-10, 设 四 边 形 ABCD 和 面积 为 S , 周 长 为 P .各 边 长 分 别 为 a 1、a 2z、a 3、a 4. 
二 
现 以 a !、a :、a s、a 4 为 长 , 六 为 宽 , 丫 四边形 内 侧 作 算 形 , 则 这 些 矩 形 总 面积 是 


We 二 
~P "PpP 7P “PF 
0 


ps 
Pe 
= 六. 


即 四 个 矩形 面积 总 和 等 于 四 边 形 面 积 . 由 于 这 四 个 矩形 有 香 从 部 分 , 所 以 四 边 形 内 部 存在 
点 0 没有 被 矩形 履 盖 , 那么 以 点 0 为 圆心 , 六 为 半径 的 圆 可 柑 入 四 边 形 ABCD 中 


10. 证 明 “首先 证 明 大 圆 中 还 能 嵌入 1 个 半径 为 1 的 小 圆 . 先 将 大 圆 的 半径 收缩 为 17, 而 将 
半径 为 3 的 圆 膨胀 成 半径 为 4 的 圆 , 此 时 大 圆 面积 变 为 
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T X172=2897. 
16 个 半径 为 4 的 圆 的 面积 是 
n X42X16=2567. 


289 TT -250 T=33 7. 


这 说 明 大 圆 中 恋 入 16 个 半径 为 3 的 圆 外 , 还 能 散 入 半径 为 1 的 一 个 小 圆 ,如 图 45-11 所 示 . 


再 将 大 辆 的 半径 收缩 为 17, 半径 为 3 的 圆 的 半径 膨胀 为 4, 半径 为 工 的 圆 膀 胀 为 2, 由 于 


289r-256r-4r=29r, 所 以 大 圆 中 除 嵌 入 16 个 半径 为 3 的 圆 外 , 还 能 嵌入 两 个 半径 为 1 
的 圆 . 依 此 类 推 ,由 于 289 xn -256 xn -47 X8= 工 过 0， 


故 大 圆 还 可 能 入 九 个 羊 径 为 1 的 小 圆 . 


将 图 形 收 绑 、 脱 上 胀 是 解 圣 入 问题 一 种 重要 方法 . 


图 45-11 


$ 29 涂 色 问 题 


涂 色 问 题 是 数学 芜 强 中 较为 典型 的 问题 ， 可 以 直接 用 抽 屠 原则 解决 涂 色 问 题 。 夯 一 方面 ， 也 
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i 徐 讲 冰 


可 以 将 别 的 有 关 问 题 “ 深 色 ”， 转 化 为 涂 色 问题 ， 深 色 问 题 本 里 ， 有 其 深刻 的 数学 背景 。 有些 问 
时 ， 本 来 融 属 于 图 论 的 内 容 。 有 些 问题 的 解决 ， 则 需要 用 到 数论 、 组 合 数学 的 理论 和 方法 。 这 里 
介绍 ， 只 是 中 学 数学 苑 赛 中 的 有 关 问 题 。 


1. 小 方 格 染 色 问 题 


最 傈 单 的 染色 问题 是 从 一 种 民间 族 戏 中 发 展 起 来 的 方 格 盘 上 的 染色 问题 . 解决 这 奖 
问题 的 方法 后 来 义 发 展 成 为 解决 方 格 熏 铺 兰 问 题 的 重要 拉 轧 . 


2. ”线段 案 色 和 点 染色 


(1) 线段 染色 . 较 妾 见 的 一 类 染色 问题 古 发 样子 组 合 数 学 中 图 论 知识 的 所 谓 “ 边 数 
色 ”【〔 或 称 “线段 染色 ”) ， 主 要 借助 抽 居 原则 求解 . 


(2) 所 染色 . 先 看 离 敢 的 有 限 个 点 的 情况 . 


例题 讲解 


1. 把 正方 形 ABCD 的 一 边 AB 分 成 n 段 ， 使 奇数 写 的 线段 长 度 之 和 等 于 侦 数 写 的 线段 长 度 之 和 
(如 图 01 一 01) 。 过 各 分 反 作 平 行 于 AD 的 线段 ， 得 到 nm 个 矩形 。 每 一 个 窍 形 义 航 对 角 线 BD 分 
成 两 部 分 。 将 奇数 亏 窍 形 堪 部 及 偶数 亏 窍 形 的 右 部 涂 上 同一 颜色 。 证 明 : 在 对 角 线 BD 两 侧 的 有 
同色 的 部 分 ， 其 面积 和 相等 。 


这 , 宫 沁 2 


Im 


bu 关 


图 01 一 01 


2. 在 一 张 无 限 方 格 纸 的 某 些 方 格 上 涂 上 红色 ， 其 余 方 格 涂 上 蓝 色 ， 每 一 个 2X3 的 六 


方 格 和 矩形 内 恰好 2 个 红 方 格 。 试 问 : 一 个 9X11 的 99 方 格 和 矩形 内 包含 多 少 个 红 方 格 ? 


3. 在 nXn (na 过 2) 个 方 格 的 正方 形 表 中 ， 有 n 一 1 个 格子 里 涂 了 色 ， 求 证 : 通过 交换 
天 行 或 两 列 的 位 置 ， 忌 可 以 将 所 有 深 色 的 方 格 移 a 到 正方 形 表 的 左上 角 顶 点 到 右 下 角 顶 点 
的 对 角 线 下 方 。 


图 01 一 04 
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4. 有 nxXn (n 宇 3) 个 方 格 表 中 ， 先 在 表 中 任意 选 出 n 一 1 个 方 格 都 涂 成 黑色 ， 然 后 将 
那些 凡是 至 少 与 两 个 已 涂 色 的 方 格 相 邻 的 方 格 也 都 涂 黑 色 。 求 证 : 不 论 怎样 选择 最 初 
的 n 一 1 个 方 格 ， 都 不 能 按 这 样 的 法 则 ， 将 表 中 的 所 有 方 格 全 涂 黑 。 


5. 设 ABC 为 正三 角形 ，E 为 线段 BC，CA，AB 上 点 的 集合 〈 包 括 A，B，C 在 内 ) 。 将 E 
分 成 两 个 子 集 ， 求 证 : 总 有 一 个 子 集中 含有 一 个 直角 三 角形 的 顶点 。 


0. 讽 Ql GH» CC 是 一 个 不 减 的 正 整 数 序列 ， 定义 Pb, 是 使 0 宇 m 的 n 的 最 小 值 ， 行 Oo 一 89， 
试 求 w+Co+…+Clo+bli+bz+…+bss 的 值 。 


7. 有 1987 块 玻璃 片 ， 每 块 上 涂 有 红 、 黄 、 赣 三 色 之 一 ， 进 行 下 列 操作 : 将 不 同 颜 色 的 两 块 玻璃 
厂 擦 姜 ， 然 后 涂 上 第 三 种 颜色 。 

(1) 求证 : 无 论 开 始 时 红 、 真 、 昌 色 玻璃 万 各 有 多 少 殿 ， 总 可 以 经 过 有 限 次 操作 而 便 所 有 的 
玻璃 万 涂 有 同一 种 颜色 ; 

(2) 求证 : 玻璃 片 最 后 变 成 哪 种 颜色 ， 与 操作 顺序 无 基 。 


8. 把 集合 M={1，2，…，1987} 的 元 素 用 4 种 颜色 涂 色 ,求证 : 人 至少 存在 一 种 涂 色 方 法 ， 使 得 M 
中 任何 等 差 数 列 的 10 项 ， 不 是 同一 颜色 。 


《中 学 数学 信息 网 》 系列 资料 WWW. ZXSX. COM 版 权 所 有 @ 中 学 数学 信息 网 


WWWwEXSX.COMm 欢迎 光临 


下 载 资料 


9. 平面 直角 坐标 系 中 ， 纵 横 坐 标 都 是 整数 的 点 称 为 整 点 称 为 整 点 。 设 计 一 种 方法 ， 将 所 有 整 点 涂 
色 ， 每 一 个 整 点 染 成 日 色 、 红 色 或 黑色 中 的 一 种 颜色 ， 使 得 
(1) 每 一 种 闫 色 的 点 出 现在 无 穷 多 条 平行 于 模 轴 的 下 线 上 :; 


形 。 证 明 你 设计 的 的 方法 符合 上 述 要 求 。 


10. 将 平面 上 每 个 点 染 上 两 种 颜色 中 的 一 种 ， 已 知 任 一 边 长 为 1 的 正三 角形 都 有 两 种 颜色 的 顶点 ， 


(1) 求证 ， 存在 边 长 为 V3 的 同色 正三 形 ( 即 顶点 同色 ) ; 
(2) 举 出 染色 满足 题 设 要 求 的 平面 的 例子 。 


条 ， 它 在 一 个 三 角形 中 是 最 长 边 ， 而 在 为 一 个 三 角形 中 是 最 短 边 。 


12. 平 甸 上 任 一 点 都 染 上 红 、 蓝 、 黄 三 色 中 的 一 种 ， 求 证 ; 一 定 存在 一 条 端点 同色 且 长 度 为 1 的 
线段 。 


课 后 练习 


1. 证 明 : 用 15 块 大 小 是 4X1 的 矩形 疙 砖 和 1 块 大 小 是 2X2 的 窍 形 绎 砖 ， 不 能 恰好 铺 六 
8X8 定形 的 地 面 . 


《中 学 数学 信息 网 》 系列 资料 WWW. ZXSX. COM 版 权 所 有 @ 中 学 数学 信息 网 


WWW EX 全 GD 而 欢迎 光临 


2. 世界 上 任何 六 个 人 中 ， 一 定 有 3 个 人 或 者 互相 认识 或 者 互相 都 不 认识 . 


3， 空 间 六 点 ， 任 三 点 不 共 线 ， 任 四 点 不 共 面 ， 成 对 地 连接 它们 得 十 五 条 线段 ， 用 红色 或 
落 色 染 这 些 线段 (一 条 线段 只 染 一 种 颜色 ). 求证 :无 论 怎样 染 , 总 存在 同色 三 角形 . 


4. es em di 前 信 , 他 们 的 通信 中 只 讨论 三 个 题目 . 
求证 :至 少 有 三 个 科学 家 相互 之 间 讨 论 同 一 个 题目 . 


， 能 否 把 1，1，2，2，3，3，…，1986，1986 这 些 数 排 成 一 行 ， 使 得 两 个 1 之 间 夹 着 
两 个 2 之 间 夹 着 两 个 数 ，…， 两 个 1986、 之 间 夹 着 一 千 九 百 八 十 六 个 数 ? 请 证 
明 你 的 续 结论 ， 


A | 
Da! 
姜 


课 后 练 


NARA 


1 . (分 析 将 8X8 定形 地 面 的 一 半 染 上 一 人 一 半 桨 
丸 一 种 颜色 ， 再 用 4X1 和 2X2 的 外 形 完 态 云 村 te 
闫 色 的 小 矩形 不 古 一 样 多 ， 则 说 明 在 给 定 条 件 不 完满 铺盖 不 可 能 


NNN 


IST 
图 29-3 
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下 载 资 料 


证 明 ”如 图 29-3， 用 间隔 为 两 格 且 与 副 对 角 线 平行 的 斜 格 同色 的 染色 方式 ， 以 黑白 两 种 
颜色 将 整个 地 面 的 方 格 染色 . 显然 ， 地 面 上 黑 、 白 格 各 有 32 个 . 


每 块 4X]L 的 窍 形 砖 不 论 是 横 放 还 是 紧 关 ， 且 不 论 凋 在 何 处 ， 总 是 占据 地 面 上 的 两 个 白 格 、 
两 个 黔 格 ， 故 15 块 4X1 的 窍 形 契 铺 瘟 后 还 剩 两 个 半 格 和 两 个 日 格 . 但 由 于 与 副 对 角 线 平 
行 的 糙 格 总 是 同色 , 而 与 主 对 角 线 平行 的 相 邻 格 总 是 异 色 , 所 以 , 不 论 怎样 放置 , 一块 2X2 
的 算 形 砖 ， 总 是 蓄 住 三 黑 一 白 或 一 黑 三 日 . 这 说 明 剩 下 的 一 块 2X2 和 矩形 砖 无 论 如 何 新 不 
住 剩 下 的 二 黑 二 白 的 地 面 . 从 而 问题 得 证 . 


2. 同 3 


3 . 证 明 设 A、B、C、D、E、F 是 所 给 六 点 . 考虑 以 A 为 端点 的 线段 AB、AC、AD、AE、AFE, 
由 抽 居 原则 这 五 条 线段 中 至 少 有 三 条 闫 色相 同 ， 不 妨 设 束 是 AB、AC、AD， 生 它们 都 染 成 
红色 . 再 来 看 ABCD 的 三 边 ， 如 其 中 有 一 条 边 例 如 BC 是 红色 的 ， 则 同色 三 角形 已 出 现 〈 红 
色 AABC) ; 如 入 BCD 三 边 都 不 是 红色 的 ， 则 乞 束 是 晤 色 的 三 角形 ， 同 色 三 角形 也 现 了 . 
总 之 ,不 论 在 哪 种 情况 下 , 都 存在 同色 三 角形 . 


如 果 将 习题 2 中 的 六 个 人 看 成 习题 3 中 六 点 , 两 人 认识 的 连 红 线 ,不 认识 的 连 蓝 线 , 则 习题 
2 就 变 成 了 习题 3. 习题 3 的 证 明 实 际 上 用 染色 方法 给 出 了 习题 5 的 证 明 . 


图 29-5 


4. 证 明 用 平面 上 无 三 点 共 线 的 17 个 点 Ab Az,…，Ai7 分 别 表示 17 位 科学 家 . 设 他 们 讨 
论 的 题目 为 x,y, z 两 位 科学 家 讨论 x 连 红线 ,讨论 了 连 赣 线 , 讨论 z 连 黄 线 . 于 是 只 须 证 明 
以 这 17 个 点 为 项 点 的 三 角形 中 有 一 同色 三 角形 . 


考虑 以 Al 为 器 点 的 线段 AiAo, AliA3, …，AiA17， 由 抽 居 原则 这 16 条 线段 中 至 少 有 6 条 同色 ， 
不 妨 设 AliA2，AIA3，…，AIA7 为 红色 . 现 考 得 连结 六 点 As，A3，…，A7 的 15 条 线段 ， 如 其 
中 至 少 有 一 条 红色 线段 ， 则 同色 〈 红 色 ) 三 角形 已 出 现 ; 如 没有 红色 线段 ， 则 这 15 条 线 
段 只 有 药 色 和 黄色 ， 由 例 5 知 一 定 存在 以 这 15 条 线段 中 某 三 条 为 边 的 同色 三 角形 〈 蓝 色 
或 黄色 ) . 问题 得 证 . 
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上 述 三 例 同 属 图 论 中 的 接 姆 完 问 题 . 在 图 论 中 ,将 n 扣 中 每 两 点 部 用 线段 相连 所 得 的 图 形 
叫做 n 点 完全 图 , 记 作 kn. 这 些 点 叫做 “顶点 ”， 这 些 线段 叫做 “ 边 ”. 现在 我 们 分 别 用 图 
论 的 语言 来 叙述 习题 3、 习 题 4. 


定理 1 奋 在 ks 中 ， 任 染 红 、 监 两 色 ， 则 必 有 一 只 同色 三 角形 . 


定理 2 在 kr 中, 任 染 红 、 蓝 、 黄 三 角 ， 则 必 有 一 只 同色 三 角形 . 


5 .证 明 将 1986X2 个 位 置 按 奇 数位 春 折 色 ， 倘 数位 看 墨色 染色 ， 于 是 黑 日 点 各 有 1986 


现 令 一 个 偶数 占据 一 个 黑 点 和 一 个 白色 ， 同 一 个 奇数 要 么 都 占 墨 点， 要 么 都 占 白 点 .于 是 
993 个 偶数 ， 占 据 白 点 Ali=993 个 ， 黑 色 Bi=993 个 . 


993 个 奇数 ， 占 据 白 点 Az=2a 个 ， 黑 点 Bs=2b 个 ， 其 中 at+b=993. 

因此 ， 共 占 白 色 A=Ai+As=993+2a 个 . 

黑 点 B=B1+Bs=993+2b 个 ， 

由 于 at+b=993〈 非 偶数 ! ) .…a 和 pb， 从 而 得 A 关 B. 这 与 黑 、 日 点 各 有 1986 个 矛盾 . 
改 这 种 排 法 不 可 能 . 


“点 ”可 以 是 有 限 个 ， 也 可 以 是 无 限 个 ， 这 时 染色 问题 总 是 与 相应 的 儿 何 问题 联系 在 
一 起 的 . 


1. 证 明 : 设 和 矩形 中 浴 的 是 红色 ， 不 涂 的 为 日 色 ， 则 


] 
人 大 红 十 坊 右 自 三 4 在 红 十 坊 磊 折 = 


] 
万 外 ， Sg 十 作 二 万 全 下放 


a 3 和 


Ln 


“二 红 十 四 大白 三 二 丰 红 十 沪 右 拍 


.， Dg 生 必 石 红 
2. 答案 33 个 红 方 格 。 


ee 


图 01 一 01 
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图 01 一 03 


分 析 : 如 图 01 一 02， 取 任 一 个 红 格 Ko 为 中 心 的 3X3 正方 形 。 不 能 在 处 涂 红色 。 因 为 ,如 
果 在 不 处 涂 红 色 ， 在 2X3 的 和 矩形: AFHD、ABST、MNCD 中 均 有 两 个 红 方 格 。 为 了 使 矩形 BCGE 
内 含有 两 个 红 方 格 ， 不 论 红 方 格 放 在 任何 一 处 ， 都 将 使 上 述 的 三 个 矩形 的 一 个 出 现 三 个 红 方 格 。 
这 束 说 ， 红 方 格 不 能 与 Ko。 有 公共 的 边 ， 只 能 是 在 其 对 角 线 上 。 从 忌 体 上 来 说 ， 只 能 ， 如 图 01 一 03， 
因此 ， 每 一 个 3X3 的 正方 形 中 有 且 只 有 3 个 红 方 格 。 又 在 9X11 矩形 中 ， 可 分 为 九 个 3X3 的 正 
方形 及 三 个 2X3 的 矩形 ， 故 一 共有 9X3 十 3X2=33 个 红 方 格 。 

3. 由 于 涂 色 的 格子 总 共有 mn 一 1 个 ， 

所 以 n 列 中 至 少 有 一 列 的 格子 未 涂 色 ， 

经 过 调整 ， 可 以 使 最 下 面 的 一 行 中 涂 色 格 

子 都 在 对 角 线 下 方 〈 如 图 01 一 04) 。 

再 考察 除去 最 右 一 列 与 最 下 一 行 的 Cn 一 1) X (Cn 一 1) 个 方 格 ， 继 续 上 面 的 过 
程 ， 必 可 将 n 一 1 个 涂 色 的 格子 移 到 所 设 的 对 角 线 下 方 。 

4. 证 明 : 设 每 个 小 方 格 的 边 长 为 1， 考察 黑 方 格 区 域 的 边界 长 度 L。 开 始 时 ， 
由 于 只 有 n 一 1 个 方 格 ，.…L 科 4 (Cn 一 1) 。 在 以 后 的 涂 色 过 程 中 ， 尽 管 黑 方 格 的 总 体面 积 增加 了 ， 
但 其 周 长 不 变 ， 即 仍 有 工 和 4 (Cn 一 1) 。 如 果 要 填 满 nXn 的 方 格 ， 就 有 L=4n， 


图 01 一 04 


显然 发 生 矛 盾 。 命 题 得 证 。 % 

5. 证 明 : 将 EE 中 的 点 染 成 红 、 蓝 二 色 ， 即 证 明 必 存 在 一 个 直角 三 角形 ， 
它们 的 顶点 同色 。 

在 三 边 上 取 三 等 分 点 P，Q，R， 如 图 01 一 05。 吻 知 RQLBC, QPLAC, 
PR AB。 这 三 点 必 人 至 少 有 两 点 同色 。 不 妨 议 了 R，Q 为 红色 。 

(1) 如 果 BC 边 上 除 Q 点 外 还 有 红色 的 点 X， B 

则 RtARQX 三 个 顶点 同 为 红色 。 图 01 一 hs 


(2) 如 果 BC 边 上 际 Q 外 不 存在 红色 所， 

则 B 点 是 蓝 色 的 。 如 果 AB 上 除 B 外 还 有 蓝 色 点 Y， 

作 YM BC，M 为 垩 足 ， 显 然 M 不 同 于 Q。 

所 以 Rt 和 AYBM 三 个 顶点 均 为 蓝 色 ; 

如 果 AB 上 除 B 点 外 均 为 红色 。 作 QZ AB，zZ 为 重 足 ， 

则 RtARQZ 的 三 个 顶点 均 为 红色 。 证 毕 。 

6. 解 : 如 图 01 一 06， 第 i 行 〈1 科 ij 和 受 19) 中 的 4 个 方 格 涂 黑 〈 例 如 ，w=3， 则 涂 3 格 )， 在 
第 j 列 (1 二 j 三 85) 中 白 方 格 数 ， 是 小 于 64 的 个 数 ( 例 如 ，ww=5) ， 在 第 5 列 上 方 有 两 个 白 格 子 ， 


就 是 2I<2， CD<3， bs-1=2。 
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图 01 一 06 
因 些 ， 所 有 的 格子 ( 黑 的 和 日 的 〉 的 个 数 束 是 
atat*taot (bl—1) + (by—1) +***+ (bgs—1) =19X 85, 
.…. 21+2 十 … 十 19+bi+b 十 …+Hbss=19X8S+8S=20X8S$=1700。 
注 ， 从 这 几 个 例子 可 以 看 出 ， 既 可 作为 手段 ， 转 化 问题 的 形式 ， 便 于 叙述 ， 也 有 本 来 就 是 涂 


色 的 形式 ， 要 调整 、 构 造 狐 形式 。 思 考 起 来 很 灵活 。 
7 议 红 中、 蓝牙 玉 片 各 有 有 X,Y; , 块 ， 则 x, y, z 被 3 除 后 余数 中 必 有 两 个 相等 〈 人 否则 x+y+ 元 1987 
是 3 的 倍数 ) 。 

令 xz=3a+m，y=3b+n， 交 3c+n， 并 议 c 宇 b。 

若 c=b， 结 论 显然 成 立 ， 车 c>b， 可 取 黄 、 蓝 各 3b+n 块 ， 全 变 成 红色 ， 黄 片 为 0， 蓝 片 为 3 
(c 一 b) 块 。 

再 取 红 、 葛 各 1 块 ， 产 生 黄 片 2 块 ; 再 取 蓝 、 黄 各 两 片 (““c>b，..3 (c 一 b) 宇 3) ， 产 生 红 
片 4 块 ， 这 时 蓝 片 有 [3 (c 一 b) 一 1] 一 2=3 (ce 一 b 一 1) 块 。 如 果 有 cc 一 b 一 1=0， 则 命题 获 证 。 如 
果 c 一 b 一 1 关 0， 依 次 反复 上 述 步 又 ， 达 到 c 一 b 一 k=0 为 此 (kEN) ， 最 后 全 变 成 了 红色 。 

由 上 和 面 的 过 程 可 知 ， 三 个 数 际 以 3 所 得 的 余数 中 ， 两 个 相同 的 余数 的 玻璃 片 ， 最 后 都 变 成 了 

男 一 个 余数 不 同 的 玻璃 片 的 磊 色 。 因 此 ， 与 操作 顺序 无 天。 

注 : 本 题 充 分 注意 到 1987 不 是 3 的 倍数 ， 因 而 由 抽 居 原理 得 知 x，y，z 被 3 除 后 余数 中 必 有 
两 个 相同 ， 根 据 这 一 特征 ， 还 可 以 推广 问题 的 绪论。 这 是 一 种 与 整除 有 关 的 涂 色 问题 。 

8. 证 明 : 集合 M 的 不 同 涂 色 方法 总 数 为 45 。 令 a 是 M 中 构成 具有 10 项 的 等 震 数 列 的 数目 ， 
将 这 10 项 用 同一 颜色 去 涂 ， 则 共有 4 。41%710-a 。 4sz 种 涂 法 。 
如 果 a。41978<41987， 即 a<49。 


设 等 差 数列 首 项 为 K， 公 差 为 d ls4s197&4<| | 其 中 Fx] 表示 x 的 整数 部 


= 


2 18-4 _ 1986+1985+…+9 _ (1986+9)x1978 2" x2" 
pa 9 9 2x9 2 
9. 解 : 将 y 轴 上 的 整 点 染 上 黑色 或 白色 ， 并 且 黑 、 白 各 有 无 穷 多 个 (例如 黑 、 白 相间 )〉 。 再 将 其 

余 整 点 都 染 上 红色 ， 则 这 样 的 染色 满足 题 设 要 求 。 

证 明 : 不 难看 出 到 上 述 设 计 ， 白 色 点 、 黑 色 点 、 红 色 点 出 现在 无 穷 多 条 平行 于 横 轴 的 直线 上 ， 
故 满足 条 件 (1) 。 

设 A 为 白 点 ，B 为 红 点 ,，C 为 黑 点 ， 显 然 B 不 在 y 轴 上 ， 即 B 不 在 AC 上 ， 而 且 口 ABCD 顶 
点 DD 的 横 ( 纵 ) 坐标 ， 所 以 D 一 定 是 整 点 。 由 于 A，C 横 坐 标 为 0，B 横 坐 标 不 为 0， 所 以 DD 的 
横 坐 标 不 为 0， 即 D 为 红 点 。 满 足 条 件 (2) 。 
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注 : 例 8 要 用 到 重复 排列 的 问题 解法 ， 还 要 进行 计算 ， 放 缩 。 例 9 则 是 设计 一 种 方案 ， 证 明 
它 符 合 要 求 。 

数学 竞赛 中 ， 篆 见 的 是 与 拉 姆 赛 数 有 关 的 问题 。 

无 三 点 共 线 的 n 个 点 中 ， 任 两 点 都 连 成 线段 ， 所 得 的 图 称 为 完全 图 ， 记 为 Ki. 如 果 设 R (k) 
表示 用 下 种 凑 色 涂 K。 中 所 有 边 时 ， 辟 能 找到 同色 三 形 的 点 数 n 的 最 小 数 ， 则 称 R(k) 拉 姆 霖 数 。 

10. 证 明 : (1) 取 长 为 2 的 线段 AB, 日 两 端点 不 同色 ， 又 设 AB 的 中 点 C 与 A 同色 。 作 正信 AEC 
和 和 AADC (如 图 01 一 08) ， 由 题 设 ，D，E 不 能 与 A，C 同色 。 Es 


于 是 人 BDE 是 边 长 为 V3 的 正三 形 ， 其 顶点 同色 。 ， 


AN 
Y 4 全 让 ,V3 FE 小 > 
(2) 将 平面 分 成 宽度 为 一 一 的 水 平 禹 状 区 域 ， y 


每 个 区 域 合 它 下 面 的 一 条 寺 线 (边界 )， 不 含 它 上 面 的 一 条 直线 。 让 相 邻 的 图 着 茎 域名 上 不 同 闫 
色 即 可 。 

11. 证 明 ; 将 P11，P2，…，Pe 组 成 的 三 角形 ， 最 短 边 都 涂 是 红色 。 

如 打从 Pi 出 发 ， 所 连 的 五 条 线 有 三 条 是 红 的 ， 不 妨 设 PP。，，PiP3，PiP4 涂 红色 ， 在 人 PzPsPs 必 
有 一 条 是 红色 ， 又 不 妨 设 PzP; 涂 红色 ， 则 入 PiPzP3 三 边 均 涂 红 色 ， 且 其 中 必 有 一 条 最 长 边 ， 这 条 
边 即 为 所 求 。 

如 条 从 Pi; 出 发 至 少 有 三 条 未 浴 色 ， 不 芒 议 PiP。，PiPs，PiPs，“*“ 人 PiPsP3，A 人 PiPsP4，A 信 PiPsPa 
每 个 三 角形 至 少 有 一 边 涂 红色 ， 于 是 AP?P3P4 是 红色 三 角形 ， 此 即 符合 要 求 。 

综 上 所 述 ， 知 命题 成 也。 


各 
在 平面 上 作 有 公共 底 边 BD 且 边 长 
为 1 的 两 个 正信 ABD 和 ABCD (如 图 01 一 09) 。 
如 条 这 五 条 线段 有 一 条 满足 要 则 证 毕 。 
否则 ， 只 有 A、C 同色 。 这 时 ， 将 这 两 个 B 
~ 


正三 角 绕 A 旋转 ， 使 C 到达 F 处 ， 有 日 |CF|=1。 
如 果 在 两 个 正信 AEG 和 和 AEFG 的 五 边 中 有 一 条 
满足 要 求 ， 问 题 也 就 得 证 ， 否 则 只 有 A、F 同色 ， 


从 而 C，F 同 角 且 |CF|=1。 证 毕 。 
注 : 本 题 先 用 涂 色 观点 ， 实 际 上 是 用 反 证 法 证 得 A， 
C F 


C 同色 是 最 困难 的 问题 ， 又 用 旋转 的 变换 ， 构 造 了 长 为 国 ob 
1 且 同色 的 线段 CR。 读 了 解法 并 不 难 ， 思 考 起 来 则 不 易 。 


全 狂 学 小] 
8 30 组 合 数学 选 讲 

组 合 数学 是 中 学 数学 竞赛 的 “重头 戏 ”， 具 有 形式 多 样 ， 内 容 广泛 的 特点 .本 讲 主要 围绕 组 
合计 数 ， 组 合 恒等式 及 组 合 最 值 展开 
例题 讲解 

1， 圆 周 上 有 800 个 点 ， 依 顺 时 针 方 向 标号 为 1.2.….800 它们 将 圆周 分 成 800 个 间 队 今 选 定 
某 一 点 染 成 红色 ， 然 后 按 如 下 规则 ， 逐 次 染 红 其 余 的 一 些 点 ， 车 第 卡号 点 染 成 了 红色 ， 则 可 依 顺 
时 针 方 向 转 过 个 间 阶 ， 将 所 到 达 的 点 染 成 红色 ， 试 求 圆周 上 最 多 可 以 得 到 多 少 个 红 点 ? 
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2 集合 X 的 覆盖 是 指 X 的 一 族 互 不 相同 的 非 空子 集 A1、A2、*…、Ak， 它 们 的 并 集 A1U AsU… 
U Ak =X， 现 有 集合 X={1.2,…,n} ， 若 不 考虑 A1, A2…, Ak 的 顺序 ， 试 求 X 的 覆盖 有 多 少 个 ? 


3. 己 知 集合 X= 行 ,2,…,n}， 映 射 f X 一 YX， 满足 对 所 有 的 xEX， 均 有 f(f(x))=x， 求 这 样 的 映射 f 
的 个 数 . 


4. S 为 行 2,…n} 的 一 些 子 集 族 ， 且 S 中 任意 两 个 集合 互 不 包含 ， 求 证 :;S 的 元 素 个 数 的 最 大 值 为 


也 
E | (Sperner 定理 ) 
2 


5. 设 M={ 1,2,3,…,2mn} (nneN) 是 连续 2mn 个 正 整 数组 成 的 集合 ， 求 最 小 的 正 整数 k， 使 得 M 
的 任何 上 元 子 集 中 都 存在 m+l 个 数 ， al1;,3a2，…“QmrhHl， 满足 ailai+l (=1,2,°…,m). 


6. 计算 》 ke 加 
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8. 在 平面 上 有 n( 宇 3) 个 点 ， 设 其 中 任意 两 点 的 距离 的 最 大 值 为 4， 我 们 称 距离 为 d 的 两 点 间 的 线 
段 为 该 点 集 的 直径 ， 证 明 : 直径 的 数目 全 多 有 mn 条 . 


9. 已 知 : 两 个 非 负 整数 组 成 的 不 同 集合 {41,4,,…,4,} 和 {4,B,…,B,} .求证 ， 集合 


{a+ all <7< <7} 与 集合 {6+ pi <7< /<7 相同 的 充 要 条 件 是 n 是 2 的 蝴 次 ， 这 里 允许 
集合 内 ， 相 同 的 元 素 重 复出 现 . 


1， 空间 n 条 直线 ， 最 多 能 把 空间 分 成 多 少 抉 空间 区 域 ? 


人 
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3. 证 明 : > Ce ~ a 


a 7 1 
4. 证 明 : 在 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 内 有 五 个 点 ， 由 这 五 个 扩 中 ”是 有 中 次 小 于 的 两 必 


例题 答案 : 


1. 解 : 易 见 ， 第 k 写 点 能 被 染 红 的 元 要 条 件 坪 


3jeN*J{0}， 使 得 aox 2=k (mod800)，1 三 k 三 800 


W 


这 里 ao 是 最 初 染 的 点 的 号 僻 ， 为 求 最 大 什 ， 不 妨 令 ao=1. 即 2=k (mod25X 52). 


当 三 0,1,2,3,4 时 ,分 别 为 1,2,4,8,16， 又 由 于 2 模 25 的 阶 0,,(2)=20， 因 此 ， 当 j=S 时 


2i+20_2j=2i(220_TD)=0(mod 800), 


而 对 Vk<20,keN*， 及 j 宇 5,jeN*， 由 于 25+(2-1)， 所 以 


322j=2j(2X 一 1) 不 为 800 的 倍数 . 
所 以 ， 共 存在 5+20=25 个 k， 满 足 @ 式 。 
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下 载 资 料 


注 : 本 题解 法 不 止 一 种 ， 但 利用 些 同 余 理论 ， 可 使 解法 简洁 许多 . 


2. 解 : 首先 , X 的 非 空子 集 共 有 2"-1 个 ， 它 们 共 组 成 了 2? -1 个 非 空子 集 族 .其 次 ， 这 些 子 集 


族 中 ， 不 合 某 一 元 素 i 的 非 空子 集 组 成 的 非 空子 集 族 有 ( 27” -] 个 ， 不 含 两 个 元 素 的 子 集 组 成 
的 族 有 | 2” ”一直 个 ， 依 次 类 推 ， 则 由 容 斥 原理 ，X 的 覆盖 共有 
人 (Dj22 -DT 个 . 
/=(0 
注 : 有 些 组 合计 数 问 题 直 接 计 数 较 难 ， 但 从 反面 考虑 简洁 明了 . 


3. 解 : 设 n 元 中 有 j 个 对 x、y 满足 f(x)=y 且 f(y)=x， 其 余 的 满足 f(x)=x， 则 
当 j=0 时 ， 仅 一 种 映射 ， 即 恒 等 映 射 . 

n 1( 了 nn 一 2 n 一 21+2 
当 >0 时 ， 每 次 取 两 个 作为 一 对 ， 共 取 j 对 有 | | 上 ja 
则 不 考虑 j 对 的 顺序 ， 有 


1 nn 一 2 呈 n 一 2]+2 人 na .Qj D1 
1 TO 


ee 
因此 ， 映 射 emt]! z 


注 : 这 些 计数 问题 ， 以 多 次 在 国际 苋 赛 中 出 现 ， 但 对 于 一 般 地 情况 (f(x)=x) 下 的 映射 计数 ， 
尚 无 较 好 的 结论 . 

4. 解 : 考虑 mn 个 元 素 1,2…,n 的 全 排列 ， 显 然 为 n! 种 ， 男 一 方面 ， 全 排列 中 前 k 个 元 素 恰 
好 组 成 S 中 的 某 个 集 $; 的 ， 有 k!m-k)! 个 ， 由 于 S 中 任意 子 集 互 不 包含 ， 所 以 ， 这 种 “ 头 ” 在 
中 的 全 排列 互 不 同 . 

设 S 中 有 个 A;， 满 足 |Aj=k (k=1,2…,n)， 则 


> fk1(n 一 k)1< nl 又 然 知 N -3 时 最 大 ， 因 此 


k=1 
当 S 是 由 行 ,2,…,n} 中 全 部 对 | 天 入 组 等 写成 江 . 

注 : Sperner 定理 是 1928 年 发 现 ， 证 明 的 方法 不 止 一 种 . 

5. 解 : 记 A={1,2,…n}， 任 何 一 个 以 i 为 首 项 (1 三 迁 n)，2 为 公 比 的 等 比 数列 与 A 的 交集 记 
为 A. 

一 方面 ， 由 于 M 中 的 2mn-n 个 元 的 子 集 {n+1n+2,…,2mn} 中 ， 奉 存在 满足 要 求 的 m+l 个 数 : 
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n+] 三 aj<as<…<a 于 2mn， 使 得 ala (1 三 m))， 则 ai 三 2ai， 从 而 ai 过 2a 之 … 之 2mai 之 
2mCn+1l)>2mn， 才 盾 ， 故 不 存在 满足 要 求 的 m+l 个 数 ， 因 此 所 求 的 K 之 2mn-n+1. 

一 方面 ， 阁 k=2mn-n+1 时 ， 可 证 明 M 中 的 任何 k 元 子 集 工 中 ， 此 有 m+l 个 数 aazaml 
满足 ala (i 夺 1 夺 mm). 


反 证 : 假设 这 样 的 m+l 个 数 不 存 在 ， 考 虑 2i+1 is m 3 ],? 2 为 公 比 的 等 比 数 列 ， 


它 与 集合 M 的 交 的 元 素 个 数 为 |AzinHm， 由 假设 知 ， 它 全 少 有 |Azii1| 个 元 素 不 在 TT 中， 再 注 间 到 当 


i 关 j] 时 ，Azii1 丫 A2j1=0， 可 知 M 中 至少 有 和 A,. | 鸭 汪 二 和 不 种 工 果 ， 


“7 


注意 到 | Au=A 所 以 |MASE| U AH AFn， 


1<i2 {ee 
2 


从 而 |TI 志 IM|-n 二 2mn-n， 这 与 |TI=2mn-n+1 矛盾 . 故 假设 个 成 六 . 
综 上 所 述 满足 要 求 的 最 小 正 整 数值 k 为 2mn-n+1. 
注 : 这 种 先 确 定时 边界 限 再 证 明 最 值 是 经 常 采 用 的 . 


6. 解 Se -Br 2 -x | 作 指标 变换 ， 令 /=k-1， 则 ?过 从 
因此 ， 
4)- 人 A") 全 Ur) 


A A—l 


> A )+ > A) 


[EN 


A 


= DPA)" 
f=1 
] CC 1] 一 ] N 一 ] 二 1 A—2 1] 一 | 
下 人 上 = 中 让 有 全- 号) 
-D0 中 


7 一 | 


=-(2-Dy (条 片 2 


/=1 
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下 载 资 料 


作 指标 变换 ， 令 Z-1=S$， 则 ， 人 六 


/ 一 se 所 以 

0 
/=1 3 

=(n-1)2 +2 ， 


所 以 yr 四 =n(n-—-D)2 +n:2 =nn+D2 ™ . 
k=1 


注 : 用 利 基 本 的 组 合 恒等式 及 指标 变换 ， 是 证 明 组 合 恒 每 式 的 重要 方法 之 一 . 


7. 证 明 : 的 因为 的 母 函 数 分 别 为 (1+xjpn 和 (1+x 关 m 


a | 是 这 两 个 母 图 数 (1+x)m(1+x)n=(1+x)mtna 中 xq 项 的 系数 ,又 由 于 (1+x)ma 中 xd 的 系 
kK_0 qd 一 


m+n 
ws| | ， 因 此 命题 成 立 . 
qd 


注 : 构 迁 母 函 数 法 ， 是 证 明 组 合 问题 重要 方法 之 一 ， 但 如 何 找 到 母 函数 ， 是 融 要 长 时 间 的 体 
验 的 . 


8. 证 明 : [ 引 理 ]: 平面 上 n(n 之 3) 个 点 所 组 成 的 点 集 S 中 ， 或 者 存 一 点 至 多 能 引出 一 条 直径 ， 或 
者 任 一 点 至 多 能 引出 两 条 直径 . 


[ 引 理 的 证 明 ]; 若 每 一 点 都 至 少 能 引出 两 条 直径 ， 又 有 一 点 A 能 引 全 
出 三 条 直径 AB, AC, AD, 则 不 妨 设 AD 在 AB 与 AC 之 间 , 日 必须 ZBAC py 
过 60%， 因 此 OA(d) 、OB (gd) 、OC(g) 的 公共 部 分 履 盖 了 整个 点 集 S， 显 wy 
然 与 D 能 引出 两 条 吉 径 ， 矛 盾 1 引 理 得 证 (如 图 ). 下 用 归纳 法 证 明 原 体 ; 


显然 ， 当 n=3 时 ， 命 题 成 立 ， 
假设 命题 对 k 个 点 成 立 ， 则 当 n=k+1 时 ， 
如 有 一 点 A 至 多 能 引出 一 条 直径 ， 去 擅 A 点 后 ， 
至 多 还 有 KK 条 直径 ， 故 $ 最 多 有 kt+l 条 直径 ， 和 否则 任 一 点 至 多 能 


引出 两 条 直径 ， 故 S 最 多 有 =k + 条 直径 ， 从 而 命题 成 立 . 


注 : 组 合 几 何在 研究 点 集 的 组 合 性 质 时 ， 对 一 般 的 图 形 也 可 定义 直径、 半径 等 .本 问题 还 可 
推广 至 三 维 空间 . 


9. 证 明 : 必要 性 : 构造 母 函数 f(t)= XxX 二 xX 十 … 十 X， 
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89( 和 = 和 十 和 十 … 十 X?. 


所 以 2 (+) — /(x’) = Sa ， 9g (WD g(x ) -0D S33 


l<i<Jj<n l<i< < 


所 以 f° WA = 2 0 -27), B/W- (WD= /rr)- g(t). 
因为 f(D 一 gD)=0， 所 以 x-1/()- (D9. 


所 以 存在 he NV'， 使 得 (x 一 ”AX)= f(D)-g(D,ADz0， 
所 以 性 四-Ao2)=(2 -DAP)， 
所 以 [AD+SCDCz-DAD=(e2-D2P)， 


GCC+D Ax) 
所 以 = 一 . 
f(t) + E(t) A 


令 和 1 则 227=22， 所 以 ，7 =2 和 分 ， 即 n 为 2 的 寡 次 ， 
充分 性 : 直接 构造 如 下 

人 二 1] 
(oa 2 中 取 ( 纺 ) 个 2/， 其 中 人 


,1 


27+1 其 中 /= 0,1,…,[ 


在 ee 、 
-| ， 则 这 两 个 集合 满足 要 求 . 


注 : 运用 母 函数 处 理 集 合 问 题 ， 是 津 见 的 方法 ， 尤 其 注意 这 种 集合 中 出 现在 指数 上 而 不 是 系 
数 上 的 母 函 数 方法 . 
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